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Capitulo 1

Mecanica Elementar

1.1 Cinematica

A cinematica é o estudo do movimento ignorando as suas causas.

Um corpo cujas dimensoes podem ser desprezadas na descricao do seu
movimento designa-se particula.

1.1.1 Movimento rectilineo

Considere-se uma particula em movimento relativamente a uma origem O
no espago unidimensional. A posicao da particula em cada instante t é dada
ao longo de um eixo x por uma fungdo x(t). Para simplificar a notagao a
dependéncia do tempo serd frequentemente omitida.

Deslocamento. Define-se como a variagao da posicao.
Ax =129 — 11

onde xo = z(t2) é a posigao final e x; = z(¢;) a posicao inicial.

Velocidade. Considere-se o intervalo de tempo At = t5—t; correspondente
ao deslocamento Ax.

Ar
At

U=
é a velocidade média.
A velocidade em cada instante t define-se no limite em que At — 0. i.e.
. Ax dx
= m — = —
YT A At dt
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6 CAPITULO 1. MECANICA ELEMENTAR

Aceleragao. Seja Av = vy — vy a variagdo da velocidade no intervalo de
tempo At. A aceleracdo média escreve-se

Av
At

a =
e a aceleragdo em cada instante

oy A _dv_dde dw
CTADOA T A dtdt | ae

Se a a = 0, v =const. e o movimento designa-se movimento rectilineo

uniforme.
der =ovdt

T = /vdt + const.
x(t) = xo + vt

onde zy é a posi¢ao inicial.
Se a aceleracao é constante e nao nula, a velocidade varia durante o movi-
mento, que neste caso designa-se movimento rectilineo uniformemente

acelerado.
dv =adt

v = /adt -+ const.
v(t) = v + at

onde vy é a velocidade inicial. E da definicao de velocidade,

dz =o(t)dt
T = /(vo + at) dt 4 const.

1
x :x0+vgt+§at2 (1.1)

1.1.2 Movimento curvilineo

Se uma particula se movimenta relativamente a uma origem O ao longo de
uma curva C' no espaco tridimensional, a sua posicdo a cada instante t ¢é
descrita pelo raio vector parametrizado r(t) = z(t)i+ y(t)j + z(t)k.

As defini¢oes de deslocamento, velocidade e aceleracao aplicam-se a cada

componente de r.
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Vector de deslocamento.

Ar:rg—rlexijLij—l—AzlA{

Vector de velocidade.
v =0,14+7v,]+ vk
Note-se que v é tangente a C.
Vector de aceleracgao.
a=a;l+a,)+ azﬁ
Aceleracao tangencial e aceleracao normal. A aceleracao é paralela a

variacao da velocidade (a || Av). Tem uma componente tangencial ar || v e
uma componente normal ay L v.

a=arar +ayay (1.2)
dur/dt
onde Uy = v() e Uy = lfTi/ sdo vectores unitarios. Considere-se
~v@)l | diap/ dt|
as defini¢oes de comprimento de arco s e curvatura k,
b duar
= vlldt, k=|—
s= [ v ar. =

e seja R = 1/k o raio de curvatura, que corresponde ao raio do circulo oscu-
lador ao ponto r(t) no plano que contém os vectores Gy e ty. A velocidade
da particula ao longo da curva C' escreve-se

v(t) = [lv(t)[ar

e a aceleragao

dv @u v(t)@
dat  dt ¢ dt
odedﬂ—@ﬁ dar ds)) kvay, entao,
nde == = =3¢ | ™ = | g5 qr | = vt en
d
a= —vuT+kzqu (1.3)
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que é a composicao da aceleragao tangencial ar e da aceleragdo normal ay
descrita por (1.2).

ap = 3
T
2
v

A ar é responsavel pela variacdo do moédulo da velocidade, e a ay é
responsavel pela variacao da direc¢ao da velocidade.

Se o movimento é uniforme nao ha aceleracao tangencial, mas se é curvili-
neo ha aceleragao normal. Por outro lado se o movimento é rectilineo, o raio
de curvatura ¢ infinito ay = 0 e a aceleracao é paralela a velocidade.

Movimento curvilineo uniformemente acelerado. (a constante # 0)
Repetindo o raciocinio que leva a (1.1), é simples mostrar que,

1 2
r:r0+v0t+§at

Como r esta no plano definido por a e v, o movimento curvilineo com acel-
eracao constante acontece num plano.

1.1.3 Movimento de translacao relativo: Transformacao
de Galileu

Considere-se um observador O na origem de um referencial fixo XY Z e um
observador O na origem de um referencial X'Y’Z’' que se move numa linha
recta relativamente ao primeiro com velocidade v. Seja R o vector de posi¢ao
de O’ relativamente a O e r o vector de posigao de uma particula no referencial
XY Z. Assuma-se que t' = t (as medidas de tempo sdo independentes do
movimento relativo dos observadores).

r=r—R

é o vector de posicao dessa particula no referencial X'Y’Z’. Das defini¢oes

de velocidade e aceleragao
V=V-v

a’'=a—a,

sendo a, = dv/dt a aceleragao relativa. Assumindo que o movimento é
uniforme, v = const = a, = 0. Neste caso, pondo t = 0 quando O e O’
coincidem, R = vt e tem-se a transformagao de Galileu.

r'=r—vt, VV=V-v, a=a =t (1.5)
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A aceleragao de uma particula é um invariante para todos os sistemas de
referéncia que estejam em translagao relativa uniforme.

1.1.4 Movimento circular

O Movimento circular é um caso especial do movimento curvilineo, em que a
trajectoria é uma circunferéncia. Neste caso o comprimento de arco escreve-se
s = R#, sendo # o angulo correspondente a variagao da posicao da particula
ao longo do circunferéncia.

Velocidade angular. Seja v a velocidade tangencial a trajectéria. O mo-

dulo da velocidade é

ds dé
= — = Ri
YT

onde df/ dt chama-se velocidade angular w. Entao,

v=wR (1.6)

Aceleracgao angular. Define-se como

w0
Codt A2

Movimento circular uniforme. (w é constante)

Neste caso o movimento é periddico, i.e a posicao da particula num deter-
minado ponto da circunferéncia repete-se em intervalos regulares de tempo
T - periodo. O ntmero de revolucoes por unidade de tempo chama-se fre-
quéncia v.

Integrando df = wdt,
0 = 90 —|— wt

0
Pondo 6y =0ety =0, w = 7 E para um volta completa, t =T, 0 = 27 e

w = 2mv.

Movimento circular uniformemente acelerado. (« constante # 0)
Repetindo novamente o raciocinio que leva (1.1), demonstra-se facilmente
que

1
0:90+wt+§at2
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Relagoes vectoriais. Supondo que o movimento circular acontece num
plano paralelo a XY e que o centro da trajectéria esta no eixo Z, seja r(t) a
posi¢do de uma particula a cada instante ¢ e v o angulo entre r e Z. Como
v ¢é perpendicular a w e r,

V=wXr

e (1.6) escreve-se v = wrsinvy. A aceleracao da particula é a = dv/dt. E
se 0 movimento é uniforme w = const. mas a # 0 uma vez que v varia de
direc¢ao. Entao,

dv dr

=g WX Twxyv ou a=wX (wxr)

Claro que a L v e tem a direccao radial. Chama-se por isso aceleracao
centripeta a. (Recorde-se a aceleragdo normal (1.4)).

a

v
ae = ||ac]| = [|w x v|| =wv =w?R ou a.= 7
Se o movimento nao é uniforme, (Recorde-se a relagao (1.3)), o médulo
da velocidade varia devido a aceleracao tangencial,
dv dw
= — = Ri =
dt dt

2

aR

ar

1.1.5 Movimento de rotacao relativo

Um obeservador O’ num referencial X'Y’Z’ gira com velocidade angular w
em torno de um observador O num referencial fixo XY Z. Considere-se que
as origens dos referenciais coincidem e que nao ha movimento de translacgao.
Seja r a posigdo de uma particula P em relacdo a origem dos referenciais.
Supondo que a particula estd em repouso relativamente a O', a velocidade

de P medida por O é
d
V:<r) =wXr
dt ),
dr

Se P tem velocidade V' relativamente a O’, i.e. se V' = (dt) +0,
O/

V=V +wxr
dv’

Supondo agora que P tem aceleragdo a’ = dt) em relagao a O'. Pretende-
O/

se obter a aceleracao medida no referencial O:

= (), = (), e (&)
), \dt ), dt ),
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d
0ndew><<r> —wXV=wxV +wx(wxr)
dt ),

dv’ dv’
e<> —<> +wxV =a+wxV
a ), \at ),
entao,
a=a +2wxV +wx(wxr)

onde o segundo termo chama-se aceleragao de coriolis e o terceiro corre-
sponde a uma aceleracao centrifuga.

1.2 Dinamica

A dinamica pretende estabelecer uma relagdo entre o movimento e as causas
do movimento.

Chama-se particula livre a uma particula que nao estd sujeita a nen-
huma interaccdo. Admite-se que o movimento da particula é relativo a um
referencial que também nao esta sujeito a nenhuma interaccao. Este designa-
se referencial inercial. Um observador num referencial inercial chama-se
observador inercial.

1.2.1 Momento linear

Considere-se um sistema isolado de duas particulas 1 e 2 sujeitas apenas a
sua interaccdo mutua no intervalo de tempo At = ¢’ — t. Observa-se que as
variagoes das velocidades Avy; = v — vy e Avy = Vi, — vy produzidas pela
interaccao entre elas tém sempre direcgoes opostas, e que

|AV1|
|AV2|

= const.

Mais precisamente, |Av;| e |Avy| sdo inversamente proporcionais as massas
mi € Mo, entao

|Avy| ma
|AV2| ma
e
mlAvl = _mQAVQ (17)

Momento linear. Define-se como

p=mv
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Principio da conservacao do momento. Reescrevendo a eq. (1.7),
Ap, = —Ap,
isto é, a interacgao entre elas produz uma troca de momento. Explicitamente,
P —P1=-PytP,
e reorganizando os termos,
P+ Py =P+ Py

Seja P = p, + py, e P’ = p| + p, o momento total nos instantes t e t’
respectivamente,

P=P

Generalizando: O momento total de um sistema de particulas sujeitas apenas
a sua interaccao mitua permanece constante.

P = Zpi = const.

Sempre que este principio parece ser violado procura-se um factor descon-
hecido.

1.2.2 Leis de Newton

Primeira Lei de Newton ou Lei da Inércia. Uma particula livre num
referencial inercial move-se com velocidade constante. Ou por outras palavras:
Para uma particula livre num referencial inercial,

dp _

dt_O

Definicao de Forca e Segunda Lei de Newton.

F:d—p ou F=ma
dt

isto é, a taxa de variagdo do momento de uma particula em relacao ao tempo
é igual a forca que actua sobre a particula.

A equacao anterior chama-se equacao do movimento.

Se nenhuma forca actua sobre a particula, F = 0, a particula é livre e
esta em repouso ou tem velocidade constante de acordo com a Lei da Inércia.
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Terceira Lei de Newton ou Lei da acgao-reacgao. Voltando ao sistema
de duas particulas, é claro que

Fl - —F2

isto é, a forca exercida pela primeira particula sobre a segunda tem mo-
dulo igual e direccao oposta a forca exercida pela segunda particula sobre a
primeira.

Forcga resultante e equilibrio. Se uma particula m interage com n particu-
las, cada uma delas produz uma variacao no momento de m caracterizado
pelas forcas Fy, Fy ... F,,, tal que a taxa de variacdo do momento de m se

escreve d
p
ar = >

que é a forca resultante que actua sobre m.
Se a forca resultante é nula a particula esta em repouso ou em movimento
uniforme. Neste caso diz-se que esta em equilibrio.

1.2.3 Principio classico da relatividade

Pretende-se verificar que as leis do movimento que sao validas num referencial
inercial sao validas em todos os referenciais inerciais. Voltando novamente ao
sistema de duas particulas, se nao actuam forcas externas sobre as particulas,
pelo principio da conservagao do momento,

m1V1 + meVy = const.

onde V; e V5 sdo medidos relativamente a um observador inercial O. Recorde-
se a transformagao de Galileu (1.5). Para um observador inercial O’,

my (V] 4+ v) + ma(V, + v) = const.

my1 Vi +myV, = const. — (my + ma)v

Como v é constante o observador O’ também verifica o principio da conser-
vacao do momento. A conservagao da massa é uma evidéncia experimental.
Da transformacao de Galileu tem-se também que a = a’, entao, pela segunda
lei de Newton,

F=F

isto €, os dois observadores medem a mesma forga. as leis do movimento sao
as mesmas para todos os observadores inerciais que se movem com velocidade
relativa constante.
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1.2.4 Rotacao

Torque. Supondo que o efeito de uma forca F é mover uma particula em
torno de um observador inercial O, é uma evidéncia experimental que a forca
necessaria para efectuar a rotagdo é proporcional ao brago de forga b, isto
é, a distAncia mais curta medida entre O e a linha de accio da forca. E por
isso conveniente definir o torque,

T=Fb

com b = rsinf, admitindo que r é o mdédulo do vector de posicao r da
particula e # o dngulo entre r e F. Em termos vectoriais,

T=r X F

que ¢é perpendicular ao plano definido por r e F.

Momento angular. Se uma particula se move relativamente a um obser-
vador inercial O com momento linear p = mv, o momento angular define-se

como
L=rxp

e o modulo como L = mrvsinf. r é o vector de posicao da particula relati-
vamente a O e 6 o angulo entre r e v.

L é perpendicular ao plano definido por r e v e tem a direccao do torque.
De facto, ¢é facil mostrar que,

dL
dt
Geralmente o momento angular varia em modulo e direccdo durante o
movimento da particula, mas se o movimento acontece num plano que contém
O, a direccao de L permanece constante uma vez que r e v sdo coplanares.
No caso especial do movimento circular, r L. v e v = wr implica que
L = mrv = mr?w. Em termos vectoriais L = mr2w

T

Forca central. Se o torque de uma particula é nulo,

dL
Fri 0 e L = const. (1.8)

o que s6 acontece se a particula é livre (F = 0) ou se F || r, isto é, se a
direccao da forga passa pelo ponto O. Neste caso chama-se forga central e o
ponto fixo, centro de forga.

Se uma particula se move sujeita a uma forca central, o momento angular
em relacao ao centro de forca é uma constante do movimento e o contrario é
verdade.



1.3. TRABALHO E ENERGIA 15

1.3 Trabalho e energia

O trabalho realizado pela forca resultante F que actua sobre uma particula
ao longo de uma trajectoria entre os pontos a e b, escreve-se

b b
W:/ F-dr:/ Frds

onde Fr é a forga tangencial a trajectoria e ds um elemento infinitesimal da
curva.

Poténcia. Define-se como

P:ﬂ ou P=F v
dt

Energia cinética. Se uma particula se move ao longo de uma curva C' sob

. ) v
a accao de uma forca F, a forca tangencial escreve-se Fr = m—, e neste

dt
caso,
b b 1 1
W = / Frds = / mvdv = Emv,f - imvi

A quantidade

T = —mw?

5 MY

chama-se energia cinética, entao,

W = AT. (1.9)

Trabalho de uma forga constante. Quando a forca responsavel pelo
movimento de uma particula é constante em médulo e em direccao

b
W:/ F-dr=F -r,—F-r,

isto é, o trabalho ndo depende da trajectéria efectuada pela particula, de-
pende s6 do deslocamento.

Energia Potencial. No paragrafo anterior tem-se um exemplo de uma
forca conservativa, isto é, uma forga cuja dependéncia do vector de posi¢ao
r da particula é tal que

W:/bF-dr:U(a)—U(b)
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¢ independentemente da trajectéria da particula. Onde U ¢é a energia poten-
cial. Entao,

W= —AU (1.10)

Em particular se a trajectéria da particula é fechada,
W= ¢F-dr=0

que é também uma condi¢ao para que uma forca seja conservativa.
Note-se que a energia potencial define-se a menos de uma constante adi-
tiva.

Relacgao com a forga.
dW =F -dr = —-dU

F=-VU

Se U s6 depende da distdncia r e nao da direc¢ao, F' = dU/dr. Recip-
rocamente, se a forca é central a energia potencial depende s6 da distancia
ao centro. Vejamos, se o movimento acontece num plano considere-se o vec-
tor posigao da particula escrito em coordenadas polares r = (r,6), tal que o
deslocamento infinitesimal dr possa ser decomposto numa componente radial
dr e numa componente transversal r df. Nesse caso,

P dU 1dU
= - e = ———
dr T rde
Como a forga é central (1.8), o torque é nulo e s6 pode depender de Fy o que
implica que rFy = 1w 0 e que a energia potencial s6 depende s6 depende

da distancia ao centro.

Conservacao da Energia. Quando as forgas que actuam sobre uma particula

sdo conservativas tem-se de (1.9) e (1.10) que
AT = —-AU
AT+U)=0

onde T+ U ¢ a energia total da particula,

1
E:§m112+U

Se as forcas que actuam sobre uma particula sdo conservativas a energia
total da particula conserva-se.
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1.4 Sistemas de particulas

Nesta seccao pretende-se generalizar os conceitos ja explorados nas secgoes
anteriores a sistemas de particulas.

1.4.1 Dinamica

A descricao do movimento de um sistema de particulas faz-se relativamente
a um referencial inercial X Y7 Z; designado Laboratério L.

Sistema isolado. Considere-se um sistema composto por n particulas de
massas mqy, my ... m, e vectores posicao ri, ry ... r,. O centro de massa
do sistema (CM) é um ponto cujo o vector posi¢ao é dado por

2oMry MLy
Smg M

ey =

onde M é a massa total do sistema. A velocidade do sistema escreve-se

1 dI'Z'
Veu = 37 2 Mgy
1 P
Vem = M Zmin‘ ou  Veou = M

onde P = }" p, é o momento total do sistema dado que p; ¢ o momento da
particula i. Portanto o CM do sistema é um ponto no qual se supoe que esteja
concentrada toda a massa do sistema. Recorde-se principio da conservacgao
do momento:

O momento do CM de um sistema isolado conserva-se relativamente a
um referencial inercial.

Por vezes é conveniente definir um referencial inercial C: XY Z¢ fixo no
CM do sistema. E claro que o momento do sistema medido neste referencial
é nulo.

Sistema sujeito a forgas externas. Considerando que ha interacgoes en-
tre as particulas constituintes do sistema existem forgas internas associadas
a cada par de particulas. Estas obedecem a terceira lei de Newton, pelo que
nao produzem nenhuma variagdo no momento total do sistema. Se o sistema
estd sujeito a forcas externas, A forca resultante que actua sobre o sistema é

FEZZFi
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sendo F; a forca externa que actua sobre a particula . Como a variagdo do
momento total do sistema depende s6 de forgas externas,

dp dp; o
X eTRer

e como P = Magyy,
Fe = MaCM

Sistemas de duas particulas e massa reduzida. Seja Fi, a forca ex-
ercida pela particula p, sobre a particula p; e Fa; a forca exercida pela p;
sobre a p,. Pela terceira Lei de Newton Fi5 = —F3;. A eq. do movimento
para cada particula relativamente a um observador inercial O escreve-se

dV1 F dV2 F
Mi— =12 € Mo— =Fgn
dt dt
respectivamente. Dividindo as eqs. anteriores por m; e msy respectivamente
e subtraindo a segunda a primeira,

dvi dvy Fip Fy

dt dt B mq mo

i(V1 —Vy) = (1 + 1) Fio

dt mq mo

Note-se que vi — vy = vy é a velocidade da p; relativamente a py. Seja

1 1 1
o)
H my Mgy

mimes

mi + mao

1 chama-se massa reduzida do sistema. Entao,

d 1
di‘t, = ;Fm ou Fip = pag

Isto é, A forca exercida pela particula ps sobre a particula p; é proporcional
a aceleracao da p; relativamente a p,. Entao, o movimento de duas particula
sujeitas a sua interac¢ao mutua é equivalente ao movimento de uma particula
de massa L.
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1.4.2 Dinamica de rotacao

O momento angular de um sistema de particulas relativamente a
um observador inercial define-se como,

L=Y L

onde L; é o momento angular da particula 7. O torque total das forcas
externas que actuam sobre as particulas do sistema escreve-se

Te:ZTi

E claro que,
dL

dt
o que pode ser considerado como uma lei fundamental da dindmica de ro-
tagao. Note-se que nao ha uma contribuicao devida a forgas internas, porque
se estas se cancelam devido a terceira lei de Newton aplicada a cada par de
particulas, os torques relativamente a um ponto qualquer sao nulos.
Na auséncia de forgas externas 7 = 0 e L = const. o que expressa a
conservacao do momento angular: o momento angular total de um sistema
isolado conserva-se.

=7, (1.11)

Spin e momento angular orbital. O spin L, de um sistema de particulas
define-se como o momento angular do sistema relativamente ao seu centro
de massa sendo independente do observador. Por outro lado, o momento
angular orbital do sistema define-se relativamente ao referencial X Y, Z;.

LOII‘CMXP

Sendo assim, o momento angular total do sistema no referencial L é L =
L, + L,. A taxa de variacao temporal do momento angular orbital obedece
aeq. (1.11). Andlogamente, a taxa de variacao temporal do spin é

dL,
dt

=TcM

Momento angular de um corpo rigido. Um sistema de muitas particu-
las chama-se corpo rigido se as distancias entre as particulas permanecem
fixas durante o movimento do sistema.

O movimento é geralmente composto por uma translagao, isto é, todas
as particulas descrevem trajectérias paralelas relativamente a sua posicao
inicial, e uma rotacao em torno de um eixo, que acontece quando todas



20 CAPITULO 1. MECANICA ELEMENTAR

as particulas giram em torno desse eixo denominado eixo de rotacao, que
pode ser fixo ou variar de direccao.

Recorde-se a dinamica de rotacao para o caso de uma particula 1.2.4. Se
para cada particula de um corpo rigido L || w, é permitido escrever

2

para cada particula 7. Claro que todas as particulas tém a mesma velocidade

angular. Entao,

onde a quantidade entre paréntesis chama-se momento de inércia do corpo
relativamente ao eixo de rotacao,

entao,

Se o corpo rigido tem uma forma arbitraria o momento angular nao é par-
alelo a velocidade angular para todas as particulas e a relacado anterior nem
sempre se aplica. No entanto, independentemente da forma do corpo, exis-
tem sempre pelo menos trés direcgoes perpendiculares entre si para as quais
o momento angular é paralelo ao eixo de rotacao e a relacao anterior é valida.
Isto, é trés eixos principais de inércia que constituem um referencial asso-
ciado ao corpo e que gira com ele. Os momentos de inércia correspondentes
aos trés eixos designam-se momentos principais de inércia. Sempre que
um corpo rigido tem algum tipo de simetria os eixos de simetria coincidem
com 0s eixos principais de inércia.

Equacao do movimento para a rotacao de um corpo rigido. Considere-
se um corpo rigido que gira em torno de um dos seus eixos principais de
inércia, entdo, L = Iw. E dada a eq. (1.11),

d
I—w:T ou T=I
dt

1.4.3 Energia

Conservacao da energia de um sistema de particulas. Seja T =
1

§mz"UZ-2
num referencial L. Para um sist. de particulas

a energia cinética da particula ¢ relativamente a um observador inercial

1
T=> §mivz-2 (1.12)
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Seja W, o trabalho realizado pelas forcas externas sobre as particulas do
sistema, e W;,; o trabalho realizado pelas forgas internas. O trabalho total é

W = Wept + Wine. Dada a eq. (1.9),
AT = Wea:t + Wint

Se as forcas internas sao conservativas, existe uma energia potencial U;; as-
sociada a cada par de particulas i, j que depende da natureza da interaccao.
Nesse caso a energia potencial interna do sistema é

Uit = Y Ui
0,
Recorde-se a eq. (1.10),
Wine = _AUmt
AT = Weat — AUvmt‘

A(T + Umt) - Wext

sendo
E=T+ U (1.13)

a energia do sistema.

AE = W,y (1.14)

Quando W,,; = 0, a energia do sistema T + U;,; = const. Isto é, a
energia de um sistema de particulas isolado conserva-se relativamente a um
observador inercial.

Energia de um sistema sujeito a forgcas externas. Caso as forcas que
actuam sobre um sistema sejam conservativas,

Wext = _AUext

AE = =AUy
A(E + erﬁ) =0

o que implica que F + U,,; = const.
A quantidade,
E=T+ Uint + Uemt

é a energia total do sistema, que permanece constante durante o movimento
se todas as forcas internas e externas sao conservativas.
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Energia interna de um sistema de particulas. Defina-se a energia
interna de um sistema de particulas,

Eint = Ent + Uint
e note-se que a energia cinética pode ser decomposta em dois termos distintos,
T = Ent + Torb

onde T},; é a energia cinética interna dada pela eq. (1.12) relativamente ao

referencial C, e Ty, = —Muv},; a energia cinética orbital do centro de massa

relativamente a um referencial L.

1
T = Tint + ingM (1.15)

Sabendo que a energia do sistema ¢ dada por (1.13) e combinando as duas
equacoes anteriores,

1
FE = Emt + §MU%M

o que indica que se o centro de massa do sistema estd em repouso relativa-
mente a L, a energia do sistema coincide com a energia interna. Voltando
agora a eq. (1.14), é claro que a energia cinética orbital e a energia interna
variam na presenca de forcas externas.

Se a soma das forcas externas que actuam sobre o sistema for nula, vey =
const. e AE;,; = W

Se W, = 0, as energias interna e cinética orbital permanecem constantes.

Se AF;,; = 0 como num caso de um corpo rigido, Ty, = Weys.

Energia de rotagao de um corpo rigido. Considere-se a energia cinética
de rotagao do corpo rigido,

1 1 1
T = E §mﬂ)i2 = (g 2miRi2> w? = §Iw2
L.
Trot = §Iw (1.16)

Esta expressao ¢ valida para qualquer eixo mesmo que nao seja um eixo
principal. Quando a rotagao acontece em torno de um eixo principal pode
escrever-se

L2

T ="
21
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Considere-se a eq. (1.15). Quando um corpo rigido tem movimento de
translacao relativamente a um observador inercial num referencial L, e para
além disso gira em torno de um eixo que passa pelo seu centro de massa,

T = ;IwQ + ;Mng
isto é, a energia cinética interna é dada pela eq. (1.16), e assumindo que para
um corpo rigido as distancias entre as particulas permanecem constantes du-
rante a translacao do corpo, a energia potencial associada a interac¢ao entre
cada par de particulas permanece constante, o que significa que a energia
potencial interna é constante, sendo irrelevante na andalise da variacao da
energia do corpo. Considerando que o corpo esta sujeito a forcas externas
conservativas,

E:T+Uext

sendo U,,; o potencial associado as forgas externas. Entao,

1 1
E = 5]@02 + in%M +U

1.5 Movimento oscilatorio

1.5.1 Lei de Hook

Lei de Hook e pequenas oscilagoes. Um corpo numa posi¢ao de equi-
librio g que sofre um deslocamento x relativamente a xy experimenta uma
forga restauradora F'(x) proporcional a x.

F(z) = —kzx

onde k é uma constante positiva. Uma mola ideal satisfaz esta lei até um
certo limite.

Considere-se um potencial arbitrario U(x) com um minimo local em .
O desenvolvimento da fungao U(x) em série de Taylor expressa o comporta-
mento do potencial na vizinhanca de x,

Ulz) = Ulzo) + U'(20)(x — 79) + 21!U"<x0)(x C )+

O 1° termo ¢ irrelevante. Alterar o potencial por uma constante nao altera
a fisica do sistema. A forca é a derivada do potencial e a derivada de uma



24 CAPITULO 1. MECANICA ELEMENTAR

constante ¢ 0. O 2° termo é nulo porque se considera a derivada no valor min-
imo do potencial e os restantes termos de ordem superior a 2 sao desprezaveis
relativamente ao 3° termo. Por isso,

U(e) ~ 20" (o) (& — 20)°

o que significa que o potencial é da forma U(z) = $kz? onde k = U”(x).
Qualquer potencial pode ser aproximado por uma parabola na vizinhanca

de um minimo. A aplicabilidade da Lei de Hook é por isso bastante vasta.

1.5.2 Movimento Harmoénico Simples

Movimento harménico simples consiste na variacao periddica da posi¢ao
de um corpo em torno de um ponto de equilibrio xg, com amplitude A e fre-
quéncia v = 1/T constantes. Sendo T' o periodo do movimento e w = 27V
a frequéncia angular. A partir daqui serdo sempre consideradas pequenas
oscilacoes.

Equagao do oscilador harménico (OH). Considere-se um sistema iso-
lado em que actua uma unica forga F'(z) = —kx. Esse sistema é um oscilador
e executa movimento harmoénico simples. Pela 2* Lei de Newton,

mi = —kx
d2
ditf + w?r = (1.17)

onde w? = —
m

Resolver a eq. do OH para x(t). A equacao (1.17) é uma eq. diferencial
linear homogénea de 2* ordem. Considere-se polindmio caracteristico p(r) =
2 2
e+ w.
re = +iw
Tem-se por isso duas sols, c;e™! e coe™™!. A propriedade da linearidade das
egs. diferenciais leva a que todas as sols. da eq. (1.17) sejam da forma,

z(t) = c1e™" + o™
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onde ¢; e ¢y sdo constantes complexas. Como a posigao z(t) do oscilador é
um valor real tem-se ¢; = cj i.e.

z(t) = coe®e™t + cope e
— Re(2cpe’ @)
= 2¢q cos(wt + @)
= Acos(wt + ¢) (1.18)
= Asin(wt + ¢')

onde ¢ ¢ a fase (note-se que ¢’ = ¢ — 7). A, w e ¢ sdo constantes reais.

A solugao pode ser escrita de varias formas (trigonométricas e exponenci-
ais) e depende sempre de dois pardmetros determinados a partir das condigdes
iniciais. Considerando a forma genérica (1.18) esses pardmetros sao A e ¢.

Dadas as condigoes iniciais,

{a:(()):xg :>{Acos¢:x0 :{A:xgcos¢—€sin¢

—Awsin ¢ = x; ¢ = arctan(—7L)

Velocidade e Aceleracao. Considere-se de um oscilador cuja posicao ao
longo do tempo é descrita pela eq. (1.18).

A velocidade v(t) do oscilador é dada por

d
d—f = —wAsin(wt + ¢)

= wAcos (wt—i-(b—l— g)

e a aceleracdo a(t) é dada por

d
dit] = —w?Acos(wt + ¢)

= w?Acos(wt + ¢ + )

Note-se as diferencas de fase entre z(t), v(t) e a(t). Na posi¢ao correspon-
dente a amplitude, a velocidade é nula e a aceleracao ¢ maxima. Na posicao
correspondente ao ponto de equilibrio, a velocidade é maxima e a aceleracao
é nula.
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Energia. F(z) = —kx ¢é uma forga conservativa, i.e F' = —VU.
E=U+T
1 1
= 5]?372 + §m$2

= ;k’(AQ cos?(wt + ¢)) + ;m(aJQAQ sin?(wt + ¢))

— ;kAQ(COSQ(wt + ¢) + sin(wt + ¢))

~ Lpa?
2

1
Note-se que ~kA? é a energia do oscilador na posicao correspondente a am-

plitude. A energia total é conservada.

Oscilagoes Amortecidas. Se um sistema nao é conservativo considera-
se forcas de atrito F,. Assumindo que o amortecimento é proporcional a
velocidade do movimento do oscilador, a eq. para o movimento harmoénico
(1.17) incluf um termo adicional &,

. . 2 b k
T+yr+wr=0 =+, w=—
k m

sendo v a constante de amortecimento. A sol. geral desta equacao diferencial

¢ bem conhecida,

1 1
_ At Aot — /
.%’(t) = e’ 4 e s )\172 = —5’}/:i: 5 ")/2 — 42

onde ¢y e ¢y se determinam a partir das condigoes iniciais.

1.6 Movimento ondulatorio

Breve definicao de onda. Uma onda é a propagacao de uma perturbacao
num meio através de um conjunto de osciladores correlacionados.

Progressao de uma onda. Se ® é uma perturbacao que se propaga
com velocidade constante ¢ no sentido positivo do eixo x, em t = 0 tem-se o
perfil de onda f(x) = ®. Considere-se que o perfil ndo se altera ao longo
do tempo. Apds um intervalo de tempo t a perturbacao deslocou-se uma
distancia ct. Defina-se um novo referencial em x = ct e designe-se por X as
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distancias medidas nesse referencial. E claro que x = X + ¢t. Entao se no
segundo referencial, ® = f(X), no primeiro referencial tem-se,

b = f(z —ct)
Ondas harmoénicas. Ondas cujo perfil é uma curva sinusoidal.

P = Acosmx
=0

Seguindo as conclusoes do paragrafo anterior tem-se para t > 0,
® = Acosm(xz — ct)

onde A refere-se ao médulo maximo da perturbagao, i.e a amplitude. Note-

. ™ C oA .
se que a onda repete-se em intervalos regulares de —. Essa distancia chama-

m
se comprimento de onda )\, que é a escala caracteristica da onda. Entao,
2T
® = Acos 7(1: —ct)

O intervalo de tempo correspondente a distancia de um comprimento de onda
é o periodo 7. Tendo em conta a periodicidade da fung¢ao coseno,

2
—WCT:QW:T:é
A c

1
O inverso do periodo v = T ¢ a frequéncia - nimero de ondas por unidade

de tempo. Entao c= Av e

® = Acos2m (i — 1/15)

simplificando,
® = Acos(kx — wt)

ou numa forma matematica mais versatil
P = Aelthe—wb (1.19)

2m
onde k = 5N é o nimero de onda (nimero de ondas por unidade de

distancia) e w = 27v a frequéncia angular.
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A onda plana ¢ simplesmente uma generalizacao da onda harmoénica
a trés dimensoes,
¢ =f(n-x—ct)

sendo n um vector normal a frente de onda. i.e. um plano perpendicular a
direccao de propagacao da perturbacao que é constante em todos os pontos
do plano.

A equagdo de onda E facil verificar que a expressio (1.19) satisfaz a

equagao de onda
d?®  1d4%0

dz? ¢ d?
Generalizando, para uma onda plana

179

2
@ p—
v c Ot?

Principio da sobreposicao. Se ®; e &, sdao duas solugdes de uma equagao
linear entao a, P, + as P, é também solucao dessa equacao, sendo a; e a, duas
constantes arbitrarias.

Onda estacionaria Um exemplo em que se aplica o principio da sobreposicao
¢é o do caso de duas ondas com a mesma amplitude e velocidade que se deslo-
cam em sentidos opostos,

® = Acos(kx — wt) + Acos(kx + wt)

= 2A cos 2mkx cos 2mnt

Neste caso a onda nao se move. Note-se que ® anula-se nos pontos em
que 27kxr = 0, isto é nos nodos. Os anti-nodos sao os pontos em que a
amplitude tem valor maximo. A distancia entre nodos e antinodos sucessivos
é 1/2k, o que é metade do comprimento de onda.



Capitulo 2

Termodinamica

2.1 Preliminares

Um sistema termodinadmico ¢ qualquer sistema macroscopico. Os paramet-
ros que o caracterizam sao as quantidades macroscopicas mensuraveis, pressao
P, volume V', temperatura 1" e campo magnético H, definidas experimental-
mente.

Uma grandeza termodindmica designa-se extensiva se é proporcional
a quantidade de substancia do sistema em consideragao, e intensiva se é
independente da quantidade de substancia.

O estado termodinamico ¢é caracterizado pelos parametros necessarios
para descrever o sistema. Quando o estado nao se altera com o tempo diz-se
que o sistema esta no estado de equilibrio termodinamico. A menos que
especificado, a palavra estado refere-se sempre ao estado de equilibrio.

A equacgao de estado é uma relagao funcional entre todos os parametros
do sistema. Se por exemplo P, V e T sao os parametros do sist.

f(PV,T)=0

é a equagao de estado.
f pode ser representada como um ponto no espago PVT.

Uma transformacao termodindmica ¢é uma mudanga de estado. Se o
estado inicial é o estado de equilibrio, essa mudanca implica a alteracao das
condicoes externas.

A transformacao diz-se quasi-estatica se as condicoes externas se al-
teram tao lentamente que a cada instante o estado do sistema estd muito
proximo do equilibrio.

29
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A transformacao é reversivel se o sistema retrocede na sucessao de es-
tados da transformacao quando as condigoes externas retrocedem no tempo.
Uma transformacao reversivel é sempre quasi-estatica mas o contrario nao
é verdade. Uma transformacao deste tipo pode ser representada como uma
linha continua num diagrama PV. Uma transformacao que nao é reversivel
nao pode ser representada.

Trabalho. Recorde-se o conceito de trabalho da mecanica. O trabalho
realizado por um sistema numa transformacao infinitesimal que envolva os
parametros P, V e T, na qual o volume aumenta dV é,

Calor. Se a temperatura de um sistema homogéneo aumenta em AT sem
trabalho efectuado, uma quantidade de calor AQ é absorvida, isto é,

onde C' é a capacidade calorifica, que depende da natureza do sistema e
da forma de aquecimento.

Cy indica que o aquecimento ¢ feito a volume constante e C'p indica que
0 aquecimento ¢é feito a pressao constante.

Se a capacidade calorifica é dada por unidade de massa ou por mole de
substancia designa-se calor especifico.

Transformacoes especiais.

e Uma transformacao ¢é ciclica se os estados inicial e final sdo idénticos,
i.e. considerando a primeira lei da termodindmica (ver (2.1)), AU =0
implica que AW = AQ.

e Uma transformacao em que nao ha trocas de calor (AQ = 0) designa-se
adiabatica.

e Se um sistema nao efectua trabalho durante uma transformagao (AW =
0) esta chama-se isocérica.

e Uma transformacao é isotérmica se AT = 0.
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Gas ideal. O sistema termodindmico mais simples é o gas ideal classico.
Isto é, um gas no limite de baixa pressao e temperatura alta.

T x lim PV
P—0
A equacao de estado deste sistema é dada pela lei do gas ideal,

sendo n o nimero de moles e R uma constante do gas, ou equivalentemente,
dado o nimero e Avogadro,

PV = NET

onde k é a constante de Boltzmann e N o niimero de moléculas.
T ¢é a temperatura do gas ideal, independente das propriedades do mate-
rial.

2.2 Primeira lei da termodinamica

Se numa transformacao arbitraria uma quantidade de calor AQ é absorvida
e uma quantidade de trabalho AW é realizada pelo sistema, a variacao da
energia interna ¢é dada por,

AU = AQ — AW (2.1)

isto é, a variacao da energia interna do sistema ¢ a diferenca entre o calor
absorvido e o trabalho realizado pelo sistema.

A lei enunciada esta de acordo com principio da conservacao da energia,
e resulta da demonstracao experimental de Joule da equivaléncia entre a
energia mecanica e o calor.

Para uma transformagao infinitesimal,

AU = dQ — dW/|

¢ um diferencial exacto. Isto é, a energia interna U é uma funcao para a qual
J dU é independente da transformacgao, sendo apenas dependente dos limites
de integragao, o que nao se verifica para ) e W. Entao U define-se a menos
de uma constante aditiva. E de notar que U é uma grandeza extensiva.

Se um sistema se caracteriza pelos pardmetros P, V e T, e dois destes
parametros sdo varidveis independentes, ex: U = U(P, V'), o outro determina-
se a partir da equacgao de estado. Nesse caso,

ou ou
dU = <(9P>Vdp+ (8‘/>Pdv
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Numa transformacao infinitesimal reversivel para a qual dW = PdV a
expressao para o calor absorvido pelo sistema é, para cada par de parametros

independentes (P, V), (P,T), (V,T),
dQ = () dP+l+P]
0= |(5r), -7 (5r) [+ ), (o) Jor
dQ:< ) +l< >+P]dv (2.2)
EIRCI

(-G, e

sendo H = U + PV a entalpia do sistema.

onde

Cv

Expanséo livre de um gas ideal no viacuo. E um facto que a temper-
atura inicial é a mesma que a temperatura final. Como o gas nao efectua
trabalho no meio envolvente AW = 0, por outro lado AT = 0 implica que
AQ = 0, entao, AU = 0, isto é, os estados inicial e final tém a mesma energia
interna e a mesma temperatura mas volumes diferentes.

Energia interna de um gas ideal. Considere-se a eq. (2.3). Assumindo
que Cy nao depende da temperatura.

U=CyT (2.5)

E intuitivo que no aquecimento de um gés ideal a volume constante o gis nio
efectua trabalho, o que significa que o calor transferido provoca o aumento
da energia interna. E mais eficiente aquecer o gas a volume constante do que
a pressao constante. De facto, dada a eq. (2.4) e substituindo a eq. anterior
e a eq. de estado para um gas ideal na expressao para a entalpia tem-se

Cp=Cy+ Nk
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Transformagao adiabatica reversivel. Como d@ = 0 tem-se dU =
—PdV e dada a eq. (2.5),

CydI'+ PdV =0

Por outro lado, considere-se a eq. de estado do gas ideal,

d(PV)  PdV +VdP

a7 = =% Nk

e combinando as duas eqgs. anteriores,
Cy(PdV +VdP)+ NkEPdV =0

CyV AP + (Cy + NE)PAV =0

CyVdP 4+ CpPdV =0

ap v _

P V 0

+7

P . , . ~ .
onde v = o Assumindo que v é constante, integre-se a expressao anterior,
14

In P = —vInV + const.

ou

| PV = const. |

que é a equacao que traduz este tipo de transformacao, ou equivalentemente,
TV'~! = const.

Note-se que v > 1, o que implica que o declive da curva que descreve um
processo adiabatico num diagrama PV é maior que o declive de uma curva
que descreva um processo isotérmico.

2.3 Segunda lei da termodinamica
Enunciado de Kelvin. Nao existe nenhuma transformagdao termodinamica

cujo o unico efeito seja a extraccao de calor de um reservatorio e a conversao
total dessa quantidade de calor em trabalho.
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Enunciado de Clausius. Nao existe nenhuma transformacao termodinamica
cujo o unico efeito seja a extracgdo de calor de um reservatorio e a transfer-
éncia da mesma quantidade de calor para um reservatorio mais quente.

A palavra reservatério refere-se a um sistema tao grande que a perda
ou o ganho de uma quantidade finita de calor nao altera a temperatura do
reservatorio.

Para provar que os dois enunciados sao equivalentes, demonstre-se que se
o primeiro ¢ falso, o segundo é falso, e vice-versa.

Dem. i Se o enunciado de Kelvin fosse falso, seria possivel extrair calor de
um reservatorio frio e converté-lo inteiramente em trabalho sem qualquer
outro efeito, e se essa energia fosse convertida novamente em calor e
transferida para um reservatorio quente, o enunciado de Clausius seria
invalido.

ii Se o enunciado de Clausius fosse falso, seria possivel transferir calor (),
de um reservatoério frio para um reservatério quente sem qualquer outro
efeito. Considere-se uma méquina que opera entre os mesmos reser-
vatérios. Essa maquina extrai calor ()9 do reservatério quente e transfere
calor @1 (@1 < Q2) para o reservatério frio produzindo trabalho W. O
resultado de todo o processo seria a conversao de uma quantidade de
calor Q2 — @)1 > 0 inteiramente em trabalho sem qualquer outro efeito, o
que invalidaria o enunciado de Kelvin.

2.3.1 MaAquina de Carnot e temperatura absoluta

Maquina de Carnot. E uma substancia qualquer sujeita a uma transfor-
macao ciclica reversivel denominada ciclo de Carnot:

i uma transformacao isotérmica a uma temperatura 75 durante a qual o
sistema absorve calor ()»,

ii uma transformacao adiabatica,

iii uma tranformagao isotérmica a uma temperatura 7y (7, > 7)) durante
a qual o sistema rejeita calor @)y,

iv e uma transformacao adiabatica pela qual o sistema volta ao estado ini-
cial.
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E claro que AU =0 e W = Q, — Q;. A eficiéncia do sistema ¢,

LW

Q2 Q2
Assumindo que W > 0, Q2 e @ tém de ser quantidades positivas caso
contrario tem-se uma violacao da segunda lei da termodinamica.
Se W <0, Q2 <0e @ <0, amaquina opera no sentido inverso, e nesse
caso chama-se refrigerador.

Exemplo de um ciclo de Carnot aplicado a um gas.

i Expansdo isotérmica reversivel (a temperatura T5) provocada pela ab-
sor¢ao de calor (3. O gés efectua trabalho no meio envolvente.

ii Expansao adiabética reversivel. O gés efectua trabalho no meio envol-
vente perdendo uma quantidade de energia interna equivalente. A tem-
peratura desce de T para T7.

iii Compressao isotérmica reversivel (& temperatura 77). O gés rejeita calor
()1 para o meio envolvente que efectua trabalho sobre o gas.

iv Compressao adiabatica reversivel. O meio envolvente efectua trabalho
sobre o gas aumentando a sua energia interna, o que provoca o aumento
da temperatura de T para T5.

Como este sistema é reversivel pode actuar como um refrigerador.

Teorema (Carnot). Nenhuma mdquina que opere entre duas temperaturas
dadas € mais eficiente do que uma mdquina de Carnot.

Dem. Considere-se por absurdo que uma maquina de Carnot C' opera entre
duas temperaturas Ty e Ty (T» > T}) com eficiéncia n¢ inferior & eficiéncia
nx de uma maquina arbitraria X, que opera entre as mesmas temperaturas.
Considere-se também que a maquina X absorve calor do reservatério 15 e
rejeita calor para o reservatério 77 produzindo trabalho W utilizado pela
maquina C', que actua como um refrigerador. Como nx > nc o fluxo de
calor resultante tem a direccao do reservatério 17 para o reservatério T o
que viola a segunda lei da termodinamica. Entao a eficiéncia da maquina X
deve ser igual ou inferior a da maquina C'. |

Como a maquina X é arbitraria pode ser uma maquina de Carnot, o que
leva ao seguinte

Corolario. Todas as mdquinas de Carnot que operam entre duas temperat-
uras dadas tém a mesma eficiéncia.
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Escala de temperatura absoluta. O corolédrio anterior permite a defini¢ao
de uma escala de temperatura absouluta independente das propriedades de
qualquer substancia. A tnica propriedade comum a todas as substancias é a
segunda lei da termodinamica. Seja 7 a eficiéncia de uma maquina de Carnot
que opera entre duas temperaturas 0y e 01, (6 > 6;),

01

a1

0, 1
Considere-se uma sequéncia de maquinas de Carnot, tal que, o calor rejeitado
por uma magquina é absorvido pela maquina seguinte. Assumindo que todas
as maquinas efectuam a mesma quantidade de trabalho W, entao, para todo
n’

Qn+1 - Qn =W
Qn Oy
Qn—l—l en—i—l
9n+1 o &
QTH—I Qn
Seja * = —~. x é independente de n. Entdo,
9n+1 - en =zW

o que resulta numa escala de temperatura de intervalos iguais. Pondo zW =
1K tém-se a escala absoluta de Kelvin, que é idéntica a escala de um gas
ideal, 8 — T, (Prove-se esta afirmagao construindo uma maquina de Carnot
com um gas ideal).

O limite # = 0 chama-se zero absoluto. Este é um limite teorico.

2.4 Entropia

Teorema (Clausius). Para qualquer transformacao ciclica durante a qual a
temperatura é definida, verifica-se que

oo

para um ciclo da transformacdao. A igualdade verifica-se se a transformagcao
é reversivel.
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Dem. Considere-se uma transformacao ciclica, em que, num ciclo, um sis-
tema arbitrario absorve calor dQ) a temperatura 1" fornecido por uma maquina
de Carnot, que por sua vez absorve calor dQ)y a temperatura Ty, e seja W o
trabalho resultante. Para uma maquina de Carnot,

d@o _ To
dQ T
Qo =To d;?

Sabendo que a variacao da energia interna do sistema é nula, Qg = W, o que
viola a segunda lei da termodinamica, a menos que, W < 0, Qg < 0, e nesse

caso,
74 9 <9

Se o sistema é reversivel,

@ _,
e combinando as duas desigualdades,
d@
< _)
T

Corolario. Para uma transormacao reversivel, o integral,
d@
T

depende so do estado final e do estado inicial da transformagdo.

Dem. Se I e II sao duas linhas arbitrarias que representam transformagoes
reversiveis entre o estado inicial A e o estado final B, e II' é a linha I1
percorrida no sentido inverso, o teorema de Clausius implica que,

/ —0
11

@ _ [ dQ

T T

/ 7HT

mas

entao,
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Chegado este ponto, seja O um estado de referéncia. Defina-se a funcao
de estado entropia

AdQ
S(A) = —
(4) o T
onde A é um estado qualquer. A diferenca de entropia entre dois estados é
AdQ
AS = —
B T

onde a linha de integracao representa uma transformacao reversivel qualquer
entre A e B. Entao, para uma transformacao reversivel infinitesimal,

_dQ
T

ds

Propriedade. Para uma transformacdao arbitrdria,
B dQ
— <S8
AT —

A igualdade verifica-se se a transformagdo é reversivel.

(B) = 5(4)

Dem. Seja R uma linha que representa uma transformacao reversivel entre A
e B e I uma linha representativa de um processo irreversivel entre os mesmos
estados. Considere-se a transformacao ciclica composta por I e o reverso de
R. Pelo teorema de Clausius

@ d@
1 I rRT —

4Q _ dQ _
LTS 7 =sm s
[ |

Propriedade. A entropia de um sistema termicamente isolado nunca de-
cresce.

Dem. Se o sistema é termicamente isolado, dQ) = 0 para qualquer transfor-
macao, entao, pela propriedade anterior,

S(B)—S(A)>0
A igualdade verifica-se se a transformacao é reversivel. [

Uma consequéncia imediata da propriedade anterior é que um sistema no
estado de equilibrio tem entropia méaxima. Para uma interpretacao fisica da
entropia considere-se dois exemplos.
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Expansao is6termica reversivel de uma mole de um gas ideal. Como
a energia interna de um gas ideal s6 depende da temperatura (2.5), AU =0 e
AQ = W. Considere-se que o trabalho efectuado pelo gas durante a expansao
¢ armazenado,

2
w=p [ av
1
Va
W = RTIn —
Vi
é a energia necessaria para reverter o processo e comprimir o gas. Claro que
Vi
AQ = RTIn —
@ Vi
e a variacao da entropia do gas é
Va
AS=Rln—
Vi

e como o reservatério perde uma quantidade de calor equivalente, a variacao
da sua entropia é —AS. Entao a variacao total da entropia é nula.

Expansao livre. Tal como na situacao anterior AU = 0, e como a entropia
¢ uma funcdo de estado, AS = RlIn(V2/V}). Como o reservatério nao cede
calor ao gas, a variagao total da entropia é AS. Entao, por comparagao com
o caso anterior, uma quantidade de energia W = TAS é "desperdicada',
havendo aumento da entropia.

Estes exemplos mostram como a entropia pode ser vista como uma medida
da inviabilidade da utilizacao da energia de um determinado estado.

2.5 Consequéncias da segunda lei

Recorde-se as expressoes de d() da secgao relativa a primeira lei. Estas
envolvem derivadas de U, que nao sao directamente mensuraveis. Pretende-
se por isso reescrever estas féormulas explorando o facto de que dS é um
diferencial exacto. Considere-se por exemplo a eq. (2.2)

oU oU
dQ = TdS = (aT>VdT+ [<W>T+P1 dv

1 [oU 1{(oU
dsS = T <8T>VdT+T [<W>T—1—P] dv
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, . . g 08 o oS .,
Como dS é um diferencial exacto W IT — 9TV isto é,

o (Lovy_ o (1o,

ov\rTor) or\Tov
onde os indices das derivadas parciais foram omitidos. Diferenciando os dois
lados na expressao anterior tem-se a equagao da energia,

oU oP
(av)T—T<aT>V‘P

que expressa a derivada da energia em termos das quantidades directamente

mensuraveis T, P e V. Recorde-se de que na experiéncia de Joule da expansao

livre de um gas, U s6 depende de T'. Substituindo a eq. de estado para um gas

ideal na formula anterior verifica-se que esta dependéncia é uma consequéncia
=0

da segunda lei,
o) 5= ()
or), T ov ).,

Considere-se agora os coeficientes directamente mensuraveis,

1 [0V
f 50 térmica: o = — | —
Coef. de expansao térmica: «a v ( T)

Coef. d 30 isotérmi L (ov
oe€el. e compressao 1sotermica. K = —— | —
P T="v\or),

1 [foV
Coef. d ao adiabatica: == |==
oef. de compressio adiabatica: £s = <8P>S

oP
Voltanto a equacao da energia, aplicando a regra da cadeia ao termo < ) ,
v

oT
aj B 1 _(ovjor)p a
or ), (9T/oV)p(OV/OP)r — (OV/OP)r — kr
e substituindo na eq. da energia, 8—(] = g — P, entao,
8V T RT
ol
TdS =CydT + H—dV (2.6)

T

As restantes expressoes de T'dS obtém-se seguindo um raciocinio idéntico
para os conjuntos de variaveis independentes (T, P) e (V, P),

TdS = CpdT — TV dP (2.7)
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T7dS=—d
S oV V+

Para expressar a diferenca C'p — C'y para qualquer substancia em termos de
outras quantidades experimentais iguale-se a expressoes (2.6) e (2.7),

Cr (CP“T ~aTV)dP

(0%

T
OpdT—aTVdP:TdS:CVdTJr%dV (2.8)
T

e considerando que P e V sdo as variaveis independentes,

or or
dT’' = <W>PdV+ <8P>Vdp

substitua-se dT" na igualdade (2.8),

l(cp — o) (gg)}) - O‘T] v — l(cp _oy) <8T>V ATV dP} dp

0P
Como V e P sao independentes os coeficientes de dV e dP devem anular-se,
entao,

RT

oT ol a?TV
(CP—Cv) —_— —720:>OP—OVZ

8V P KT R
o que mostra que Cp—Cy > 0se kr > 0, 0 que se verifica experimentalmente
para a maioria das substancias.

Para transformagoes adiabaticas dS = 0, e as egs. (2.6) e (2.7) implicam
que
ol (OV oP
Cv=——|%5 Cp=alV (==
Y Kt <8T> S o <8T> S

ora Cp/Cy = kr/ks. Combinando esse resultado com Cp — Cy e resolvendo
separadamente para Cp e Cy, conclui-se que

2.6 Potenciais termodinamicos e relacoes de
Maxwell
Condigao para o equilibrio. Combinando a primeira lei e o teorema de

Clausius,
AU <TAS — AW
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entao AU < 0 se AS = AW = 0, o que significa que quando o sistema é
termicamente isolado a energia interna tende para o menor valor possivel.
Para uma variacao infinitesimal reversivel da energia interna do sistema,

dU =TdS - PdV

onde S e V sdo as varidveis naturais de U. Se a fungao U(S, V') é conhecida
todas as propriedades termodinamicas do sistema obtém-se das expressoes

oU oU
P—‘(av>s ° T—(as>v

chamadas relagoes de Maxwell.

Para uma variagao infinitesimal reversivel da entalpia dH = d(U+PV) =
dU + d(PV) = TdS — PAV + PdV + VdP,

dH =T7dS +VdP

onde S e P sao as variaveis naturais de H. Tal como anteriormente, se
H(S,V) é uma fungao conhecida, todas as propriedades termodindmicas do
sistema obtém-se das relagoes de Maxwell,

oH oH
(), < -G
a5 ), aP )

Se S e P sao valores fixos, H(S,V) é minimo no estado de equilibrio.

Claro que os pares (S,V) e (S, P) nao sao faceis de manipular em lab-
oratério. De seguida, introduzem-se novos potenciais termodinamicos e as
respectivas relagoes de Maxwell, cujas variaveis naturais sao directamente
mensuraveis.

Energia livre de Helmholtz. Define-se como
A=U-TS

Teorema. Para um sistema isolado a temperatura constante a energia livre
de Helomholtz nunca aumenta.

Dem. Se um sistema sofre uma transformagao arbitraria isotérmica entre

dois estados,
AQ
—Z <A
T — 5
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Seja W o trabalho efectuado pelo sistema e recorde-se a primeira lei da
termodinamica,

W < AU +TAS
W< -AA

A igualdade verifica-se se a transformagao é reversivel. Supondo que W = 0
o teorema fica demonstrado. ]

Corolario. Para um sistema isolado a temperatura constante o estado de
equilibrio é o estado para o qual a energia livre de Helmholtz é minima.

Esta é uma condi¢do para o equilibrio de um sistema mecanicamente
isolado a temperatura constante. Para uma variacao ininitesimal reversivel

dA = dU — TdS — SdT,

|[dA = —PdV — SdT|

o que implica que,

0A 0A
P“(av)T ° V“(aT>V

A condigao de equilibrio para um sistema a 7' e P constantes segue-se a
definicao seguinte:

Potencial de Gibbs. Define-se como
G=A+PV

Teorema. Para um sistema isolado a temperatura e pressao constantes o
potencial de Gibbs nunca aumenta.

Corolario. Para um sistema isolado a temperatura e pressio constantes o
estado de equilibrio é o estado para o qual o potencial de Gibbs é minimo.

Dem. Como T é constante W < —AA,
PAV +AA <0

AG <0



44 CAPITULO 2. TERMODINAMICA

Dada uma variagao infinitesimal dG = dA + PdV + VdP = —SdT —
PdV + PdV + V dP,

dG = —SdT +VdP,

oG oG
V—‘(ap>T ¢ S—‘(aT>P

O potencial de Gibbs ¢é 1til na descricao de processos quimicos a pressao
atmosférica constante.

Concluindo: Cada funcdo de estado escreve-se em termos das suas var-
iaveis naturais. Se as variaveis naturais de uma determinada funcao sao con-
stantes, a fun¢ao tem valor minimo no estado de equilibrio termodinamico.
Se a funcdo é conhecida, todas as propriedades termodinamicas do sistema
obtém-se das relagoes de Maxwell associadas.

U(S,P): dU=TdS —PdV
H(S,V): dH=TdS+VdP
AWV, T): dA=-8dT — PdV
G(P,T): dG=—-SdT +VdP

As funcgoes de estado relacionam-se entre elas através de transformacgoes e
Legendre.



Capitulo 3

Electromagnetismo

3.1 Electrostatica

Uma carga em repouso gera um campo elétrico. A electrostatica estuda o
comportamento de campos elétricos.

3.1.1 O campo elétrico

Lei de Coulomb e campo elétrico. Considere-se uma carga pontual
de teste () em repouso na posi¢ao x no espaco tridimensional z;x2x3, € uma
carga pontual ¢ em repouso na posi¢ao x’ a distancia € = x—x' relativamente
a ). A forca exercida por ¢ sobre a carga de teste chama-se forca de Coulomb:
1 ¢@Q

F= —Tf
dmeg T

onde ¢; é a permitividade do espaco. A forca é repulsiva se as cargas
tiverem o mesmo sinal e atractiva se tiverem sinais diferentes.

Se varias cargas qi, g2, 3 ... ¢, actuam na carga de teste ), entao, pelo
principio da sobreposi¢ao

sendo F; a forca que a carga i exerce sobre ().

© <q§f1 + B4 By q;‘rn>
dmeg \ 11 T3 T3 ra

F =

Defina-se o campo elétrico,
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entao

O valor do campo vectorial E em cada ponto do espaco depende da con-
figuracao das cargas.
Para uma distribuicao de carga continua

B(x) = — /1f~dq

onde dg = p(x') 3/, (d®2' = dz) dzly dx}), isto é

B(x) = — / 'Ogl)f &’ (3.1)

47eq

Recorde-se a fungao delta de Dirac e as suas propriedades. A densidade
de um conjunto discreto de cargas pode escrever-se da seguinte forma,

() = 3 adlx — x) (3.2)

Lei de Gauss. Seja & = / E - nda o fluxo de campo elétrico através de
S

um superficie S de forma arbitraria. E claro que o fluxo do campo elétrico
através de uma superficie fechada qualquer que contenha uma carga ¢ no seu
interior é o mesmo que o fluxo através de uma superficie esférica de raio r
arbitrario que contenha a mesma carga na sua origem. Seja & uma superficie

esférica,
j{ E-fida= /
S

No célculo anterior E || i em todos os pontos da superficie. Se ¢ se encontra

(7?2) £ A(rsingdods) = L

1
4meg €0

fora da superficie, - n = cos# o que leva a que ]{ E-nda=0.

Se em vez de uma carga, tem-se n cargas no interiorde S, E=3"" | E; e

fE-ﬁda:]{ZEi-ﬁda:Z}{Ei~ﬁda:Z<%>
S Si=1 =178

i—1 \€0

Defina-se a carga total no interior da superficie (); = >_" ; ¢;. Para qual-
quer superficie fechada a lei de Gauss escreve-se,

fE.ﬁda:Qt
S €0
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Lei de Gauss na forma diferencial. Pelo teorema da divergéncia

fE-ﬂda—/V~Ed3x—Qt—1/pd3x
S 1% € JV

€0

onde V indica que a integracao é feita no volume considerado. Entao

v.E=" (3.3)

€0

A lei de Gauss permite a resolucdo de varios problemas de determinacao
do campo elétrico em casos de simetria. Contudo, para conhecer melhor o
comportamento do campo, o rotacional de E deve ser calculado.

Rotacional de E. Dado a eq. (3.1) para o campo elétrico,

B(x) — — / ’)Ef)fd?’x’

4meg

A

r 1
note-se que — = -V <>, entao,
r r

1 1 N 3. _ 1 1 N 3./
471'60/V <T>p(x)dx B 47T€0V /(r)p(x)dx

No 1ltimo passo, como o gradiente é na direccao de x, passa para fora do
integral, e como o rotacional do gradiente é sempre nulo,

en

3.1.2 Potencial elétrico e equacoes de Poisson e Laplace

E(x) = —

Potencial elétrico. A eq. (3.4) mostra que o campo E resulta do gradiente
de uma funcao escalar. Seja V' essa funcao,

E(x) = _VV (3.5)
V(x) = 47360 /M ”(f)d%’ (3.6)

V define-se a menos de uma constante aditiva. O indice U refere-se a
todo o espago.
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Equagao de Poisson. Combinando a lei de Gauss (3.3) e a eq. (3.5)
obtém-se a equacao de Poisson,

Ia
€o

VAV = —

e em regioes em que p = 0 tem-se a equacao de Laplace,

3.1.3 Trabalho e energia

Trabalho. Para um interpretacao fisica do potencial elétrico, considere-se
o trabalho necessario para mover uma carga ¢ no sentido contrario a accao
do campo E entre dois pontos A e B,

B B B
W:—/A F-dl:—q/A E-dl:—q/A VV-dl= (Vg — Vi)

E claro que o integral nao depende do caminho percorrido pela carga, mas
somente dos valores de potencial nas posigoes final e inicial,

B
AV:/ E-dl
A

B
e se o caminho percorrido pela carga é fechado, A = B e / E.-dl =0, ora,
A

aplicando o teorema de Stokes,
B B

7( E-dl:/ (VxE) -fide=V xE =0
A A

o que também demonstra o resultado ja obtido para o rotacional de E.

Energia associada a uma distribuicao de cargas pontuais. Voltando
a situacao descrita no inicio do paragrafo anterior, se a carga ¢ é trazida do
infinito (A = o0), onde o potencial ¢ nulo (V4 = 0),

W = —qV(x)

o que também pode ser interpretado como a energia potencial da carga ¢ no
campo electrostatico.

Dado um conjunto de cargas pontuais qi, g2, g3, -.-Gn, seja W; = ¢;Vji(x;)
a energia potencial da carga ¢; no campo gerado pela carga ¢;, com

_ 1 qigy
47T€0 Tij

V(x:)
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A energia total é

Z Z 4iq;

47r60 == T
7>
ou, considerando intencionalmente os pares de cargas repetidos e divindo a
soma por 2,
1 & 4

(3.7)

simplificando,

onde a soma entre paréntesis representa o potencial na posicao x; da carga ¢
gerado pelo conjunto de todas as cargas excepto a carga i. Entao,

W= ; iqu(xi) (3.9)

Note-se que os termos de "energia prépria infinita" sdo omitidos (termos que
verificam j = i). A expressdo entre aspas ficard esclarecida no final do
paragrafo seguinte. Uma expressao equivalente a (3.7) é

W — // p d3 d3 /
87T€0

onde p é dado por (3.2).

Energia associada a uma distribuigao de carga continua. Claro que
a formula anterior também se aplica a uma distribuicao de carga continua.
Nesse caso, substituindo a expressao (3.6) para o potencial elétrico,

1
W = i/p(x)V x) d?z

Uma alternativa a este método é interpretar a energia como se estivesse
armazenada no campo elétrico. Da lei de Gauss (3.3), p = ¢V - E, entao,

W= %/(V-E)Vd%
integrando por partes,

W:‘;”[—/E-VVd3x+/v-(VE)d3x]
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pondo VV = —E no primeiro integral, e aplicando o teorema da divergéncia
no segundo integral, obtém-se

w="2 [/ Bdr+ § VEda}

2 Ly S
Na primeira expressao de W considerada neste paragrafo o volume de in-
tegracao é qualquer volume que contenha toda a carga. Esse volume pode
ser infinito, de facto, em zonas onde nao ha carga (p = 0) nao ha qualquer
contribuicao para o integral. Na expressao anterior se o integral de volume
aumenta, o integral de superficie diminui na mesma quantidade porque a
soma deve ser constante. Entao, considerando um volume infinito, o integral
em S anula-se e a formula anterior escreve-se

W= / B2 & (3.9)
2 Jy

€0 . . .
Defina-se w = EEQ. Esta é a energia armazenada no campo por unidade

de volume.
A expressao "energia propria infinita" usada anteriormente refere-se ao
resultado do calculo da férmula anterior para uma carga isolada:

2 2

1
W:€0/<q> (r?sinfdrdfde) = q /—dr:oo
%

2(4mep)? r 8meg

por isso, a relagdo (3.8) é a apropriada para lidar com conjuntos de cargas
pontuais.

E facil ver que o principio da sobreposicao nao se verifica para a energia
de um sistema composto, basta para isso substituir por exemplo E? por
(E; + E)? na eq. (3.9) e ver que aparecem termos cruzados.

3.1.4 Condicoes de fronteira electrostaticas

Ao atravessar uma superficie § com uma densidade de carga o, o campo
elétrico sofre uma descontinuidade. Imagine-se uma caixa rectangular de
area A e espessura € que interecta S,

1

€0

fE-dazlch: oA
€o

Se a distribuicao de carga nao é constante ao longo da superficie ou se a
superficie é curva, a area A deve ser extremamente pequena. Quando € — 0
as paredes laterais da caixa nao contribuem para o fluxo, entao,

o
Eios—FEi;=—
€0
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sendo |5 a componente do campo elétrico perpendicular a S acima da
superficie, e F/|1 a mesma coisa abaixo da superficie. Por outro lado, uti-
lizando um raciocinio analogo, a componente tangencial do campo é sempre
continua. De facto, imagine-se um rectangulo de largura [ e altura e que
intersecta perpendicularmente a superficie S,

fE-dlzo

Ej2 =Ep

ora, quando € — 0

Resumindo,
(Bs—E,) A=

€0
Ja o potencial elétrico é continuo através de qualquer superficie. Recorde-se

b
que AV = / E - dl. Quando a — b, / E - dl — 0 o que implica que

Vi = V,. Contudo, o gradiente de V' nao é continuo, porque como foi visto,

E = —-VV, entao,

(V= VVi) ==~
€0
ou
Ve OV _ o
on on ) e

3.1.5 Condutores

Condutores sao materiais em que alguns dos electroes dos dtomos consti-
tuintes podem separar-se destes e mover-se livremente pelo material.
Algumas propriedades:

i E = 0 no interior do condutor, porque se assim nao fosse haveria carga
em movimento (na auséncia de campos externos).

ii p=0 <« lei de Gauss.

iii é um equipotencial. De facto, sejam a e b quaisquer dois pontos dentro
(ou na superficie) de um condutor. V(b) — V(a) = — [°E.dl = 0 =
V(b) =V(a)

iv quando sujeito a um campo externo a carga resultante reside na superficie.

v E é perpendicular a superficie, imediatamente fora do condutor.
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Condensadores. Um condensador ¢ composto por duas placas condutoras
com cargas +@ e —() respectivamente. Como o potencial é constante nos
condutores, a diferenca de potencial entre as placas ¢ dada por

+)
AV:—/() E-dl

Recorde-se da lei de Coulomb que o campo elétrico é proporcional a carga, o
que implica que também a diferenga de potencial é proporcional a carga. A
constante de proporcionalidade que relaciona AV e () chama-se capacitan-
cia,

Q

C=av

3.2 Campo elétrico na matéria

3.2.1 Expansao em multipolos e dipolo elétrico

Expansdo em multipolos. Dada uma distribui¢do de carga p(x’), o po-
tencial num ponto do espago x muito longe da distribui¢ao de carga (x < x’)
é aproximadamente (1/4mey)Q/r. Pretende-se obter mais informacgao sobre
o valor do potencial. Seja

() = 1 [ o) da’

dmeg J 7T

<

Pela lei dos cosenos

r? = 2%+ (2/)? — 2z cos 0/

ol (5)-+ ()

onde €' é o angulo entre x e x’, ou simplificando,
/ /

r=xv1+e ,com e:<x> <$—2C089/>

T T

E claro que € < 1. Considere-se por isso a expansao binomial

1 1 1 1 1 3,
r ry/1+e 2 8
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Substituindo o valor de € e agrupando as poténcias de (z'/x),
1 1 I 1 / / 3 / / 2
Sl (D) (E m2cos ) 2 (D) (L —2c0s0) — ...
r 2\ x 8\ x

1 x AN
=— |1+ (= o' =] (Bcos®d —1)/2— ...

. —i—(x)(cos )+<x> (3 cos )/ ]

onde os coeficientes das poténcias de (z'/x) sdo os polindémios de Legendre.
Entao,

8 |

! z( ) (cos®)

e substituindo na eq. para o potencial,

Z +1/ )" Py (cos 0")p(x") d*z’
xn

47r60

Como x < x’ a expressao é dominada pelo termo correspondente a n = 0,
denomiado termo do monopolo. Cada termo que se segue representa uma
aproximagao cada vez melhor ao valor de V(x').

Dipolo elétrico. No caso em que () = 0 o potencial é aproximadamente
nulo e a expressao anterior é dominada pelo termo correspondente a n = 1
designado termo do dipolo.

1 1
/x cos 0 p(x') d*a’

Arreg a2

V;lip( )

Note-se que z' cosf’' = x - X/, entéo,

1 1
Van(x) = 1%+ [ Xp(x) %’

4deg 22

onde o integral ¢ o momento do dipolo,
pszmfﬂ%’

Simplificando,
1 p-x

Vdip(x) = (310)

dmey 22
n

Para um conjunto de cargas pontuais p = Z .
i=0
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Para um dipolo fisico, isto ¢, duas cargas iguais de sinal oposto,

e substituindo na eq. (3.10) obtém-se o potencial do dipolo,

1 ¢gd-x

‘/dlp(x) = 4:7T€[) IQ

que é apenas uma aproximacao. Existem outras contribui¢ées correspon-
dentes aos restantes termos da expansao. Contudo, no limite em que d — 0
e ¢ — oo mantendo p = qd constante, a expressao anterior representa o
potencial exacto do dipolo elétrico, que neste caso designa-se dipolo puro.

Nota: A expansao em multipolos depende da origem do referencial. Em
particular, para o dipolo, isto s6 nao ¢é verdade se a carga total for nula. De
facto, se a origem do referencial é colocada na posicao a,

=p—QRa

3.2.2 Polarizacao e carga ligada

Dipolo induzido e dipolo permanente. Um atomo num campo elétrico
externo tem tendéncia a orientar-se relativamente a este, isto é, as cargas
positiva associada ao nticleo e negativa associada aos electroes sofrem forcas
opostas que eventualmente contrabalancam as forgas internas de atraccao:
o dipolo diz-se polarizado. Tipicamente, se o campo elétrico externo nao é
muito forte, o momento do dipolo induzido tem a direccdo do campo e é
proporcional a este,
p=ak

J&4 uma molécula de agua por exemplo, que ¢ uma molécula polar, comporta-
se como um dipolo permanente, que na presenca de um campo externo uni-
forme experimenta um torque,

N=(ry,xF, )+ (r_xF_)

= ((d/2) x ¢E) + ((=d/2) x (—¢E))
=qd x E

onde F, e F_ sao as forgas elétricas nas cargas positiva e negativa respecti-
vamente, e r_ e ry as respectivas posi¢oes relativamente ao centro de massa.
Resumindo,

N=pxE
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Num campo nao uniforme, F, e F_ nao tém a mesma magnitude. Neste
caso,

F=F_ +F._
=qE;-E.)
=q(d-V)E
=(p-V)E

O torque é o mesmo que no do campo uniforme.

Densidade de polarizagao. Se um objecto com propriedades dielétricas é
sujeito a um campo elétrico externo, os atomos ou moléculas que constituem
o material orientam-se relativamente ao campo pelos mecanismos descritos
no paragrafo anterior. O objecto diz-se polarizado. Uma medida deste efeito
¢é a densidade de polarizacao P, isto €, o momento de dipolo por unidade de
volume.

Carga ligada. Imagine-se um objecto nas condig¢oes do paragrafo anterior.
Atendendo a eq. (3.10) para o potencial de um dipolo elétrico, pondo p =
P d32’ e integrando sobre todo o volume do objecto, o potencial num ponto
x do espago fora do objecto é

V(x) = ! /P‘Xd%’

dmeg Jv a2

X
. , N ,
- (note-se que o gradiente é na direc¢ao de x’),

Vix) = — /VPV’(l)d%’

4meg T

X

Integrando por partes,

V(x) = 47:60 UVV’- (i) d%'—/vi(v’-P) d%’]

e aplicando o teorema da divergéncia ao primeiro integral,

1 1 1 1
~P.da' - — | (V' -P)d*

dmeg Js x A

V(x)

onde o primeiro integral representa o potencial da carga da superficie e o
segundo o potencial da carga do volume.
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Defina-se a densidade de carga superficial ligada

A

o,=P-n
e a densidade de carga volimica ligada
Po = -V'-P
Simplificando a eq. para o potencial,

1 @ / &d3$/

V(x) =
() dmey Js x dmey Jv x

O campo elétrico devido a polarizacao é o campo gerado pela carga ligada.

3.2.3 Meios dielétricos

Lei de Gauss. A densidade de carga total num meio dielétrico é a soma da
densidade de carga ligada e a densidade de carga livre p; associada por
exemplo a um condutor ou a ides livres no material dielétrico. Substituindo
p = pp+ ps na lei de Gauss (3.3),

«V -E=p,+pf=-V-P+p;

onde o campo elétrico corresponde a carga total. Defina-se o deslocamento
elétrico D = ¢gE + P. A lei de Gauss 1é-se

V.-D =y

ou na forma integral

%D.da:Qf (3.11)

Rotacional de D. Ao contrario do campo elétrico o rotacional do deslo-
camento elétrico nao se anula, de facto

VxD=Vx(eE+P)
=¢VxE+VxP
=VxP

VxD=VxP (3.12)
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Condigoes de fronteira. Recorde-se os métodos utilizados para determi-
nar as condigoes de fronteira do campo electrostatico. E facil ver que a lei
de gauss (3.11) implica que

Diy—Dj, =0y

e que a eq. (3.12) =
Djo =D =P =Py

3.2.4 Meios dielétricos homegéneos, lineares e is6tro-
pos

Meio dielétrico linear. Para muitas substancias a polarizacao é propor-
cional a0 campo elétrico, se este ndao é muito forte.

P =ex.E

onde y. é a susceptibilidade dielétrica, que depende da estrutura mi-
croscOpica da substancia. Um substancia cuja polarizacao tenha o compor-
tamento descrito pelo equacao anterior quando sujeita a um campo elétrico
fraco é um meio linear ou um dielétrico linear. Note-se que E é o campo
total composto pelo campo externo e as consequentes contribuicoes geradas
pela pola polarizacao.

Para um meio linear

D=¢E+P
= eE + o\ E
=¢(1 + xe)E

Seja € = €o(1 + x.) a permitividade do meio. Entao, para um meio linear
D=cE

Também se pode escrever €, = €/¢q, que se designa permitividade relativa
ou constante dielétrica.

Meio dielétrico linear e homogéneo. Se o meio é homogéneo, isto é, se
as propriedades do meio nao variam no espago, especificamente a suscepti-
bilidade, entao,

V- D=p; e VxD=0
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Condigoes de fronteira. Repare-se que num meio com as caracteristicas
descritas, a carga ligada é proporcional a carga livre.

Xe Xe
== —V . P pr— —V . < D) [ g—
Po €0 . (1 I Xe) P

Em particular se a carga livre reside na superficie, p = 0 no interior do
material o que implica que o potencial obedece a eq. de Laplace nesta regiao.
Neste caso as condigbes de fronteira sao da seguinte forma:

(DQ—D1>'ﬁ:O'f

oV, oVy
— = =- Vi =V
€2 on €1 on af, 1 2
3.3 Magnetostatica
Enquanto uma carga estacionaria produz um campo elétrico, uma carga em

movimento gera uma campo magnético.

3.3.1 Forca de Lorentz e corrente elétrica

Lei de Lorentz. A forca magnética numa carga () com velocidade v num
campo magnético B é dada por

Fb:Q(VXB)

Adicionalmente, na presenca de um campo elétrico, a forca resultante é

F=Q[E+ (vxB) (3.13)

que ¢é a forca de Lorentz

Trabalho. As forcas magnéticas nao efectuam trabalho. De facto,

dW = Fy - dl
— Q(vxB)-dl
=Q(vxB)-vdt
=0
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Corrente elétrica e forca magnética. Considere-se um fio condutor com
uma densidade de carga linear A que se desloca a uma velocidade v. A
corrente elétrica no fio é

I=)\v

A forca magnética no fio obtém-se da seguinte forma,

Fb:/(va)dq:/(vxB)Adl:/(IxB)dl:/l(dle)

onde o tltimo passo é possivel porque I || dl. Como tipicamente a corrente é
constante,

Fb:[/(dle)

Para um fio fisico com &area de seccao de corte da, percorrido por uma
corrente elétrica dI, defina-se a densidade de corrente voltimica,

dI
I= (3.14)

Se a densidade de carga em movimento é p, com velocidade v,
J=pv
a forca magnética no fio é

F, :/(dv x B)pd’z = /(dJ x B)d®z

Equagao da continuidade. Atendendo & eq. (3.14),

I:/Jda:/J-da
S S

Aplicando o teorema da divergéncia,

/SJ~da:/V(V-J)d3:c

€ COoIno a carga se conserva,

I

onde o sinal negativo expressa o decrescimento de carga no volume V. Como
isto se aplica qualquer volume,

dp
J+ = 1
V- -J+ & =0 (3.15)

que é a eq. da continuidade.
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3.3.2 O campo magnético
Lei de Bio-Savart. O campo magnético de uma corrente constante é dado

por
A / A
B(X)_M/Ixrdl,:uol/dl X T

47 72 47 r2

onde a integracgao ¢ feita sobre a linha que representa o percurso da corrente.
1o chama-se permeabilidade do espago. Para uma corrente volimica,

B(x) = 1° / JO) X E g (3.16)

4 72

o que, ao contrario da formulacao para campo elétrico, ndo se aplica a uma
carga pontual, uma vez que esta nao constitui uma corrente.

Tal como para o campo elétrico, o principio da sobreposicao também se
aplica ao campo magnético

Divergente de B.
v-B-2[v. T o
4T r?

Zi/[;~(VxJ)—J-<Vr§r>]d3x’

mas V x J = 0 porque J nao depende de x, e o rotacional no segundo termo

também é nulo, por isso,

Na forma integral,

fB-da:o

Rotacional de B e Lei de Ampere.

VxB—“O/Vx<J”>d%’
47

72

- ZT(;/ lJ (if) - (J-V);] 3y’




3.3. MAGNETOSTATICA 61

A

T
onde no primeiro termo do integral, V - <2> = 4763(r) !, entdo,
T

S SEL U SR AR
V x B = ioJ 47T/(J V) d's

Como o integral depende das variaveis (2}, z}, x5) e o gradiente das varidveis
(x1, 22, x3), deve fazer-se com que V dependa das mesmas varidveis que o
integral. Notando que o gradiente s6 actua sobre T,

A

n I
~ (19

r
2

(3

0-v)!

_ Mo [y vt g3y

VxB_u0J+4ﬁ/(J V)5 dia

Pondo % =-V (1>,
T

-
1

V x B =] — @V/(J-V’)fd%’
4 r

e integrando por partes o tltimo termo:

/(J-V’)id%’:/v’- (g) d%’—/(v;"]) &

Ora, para uma corrente constante o divergente de J é nulo, portanto o se-
gundo integral é nulo. Aplique-se o teorema da divergéncia ao primeiro inte-

gral,
[o (o= [(2)

I Calcule-se o divergente da fungdo vectorial v = (1/72)%:

718 21 —

Contudo, aplicando o teorema da divergéncia e integrando numa esfera de raio arbitrario
centrada na origem,

/(V~v)d3m:7£v-da:/<:2f‘> - (r*sin 0 d0 d¢t)
/(V-v)d%: </Oﬂsin9d9) (/Ohd¢> =4n

O resultado do integral de volume reside exclusivamente no ponto r = 0 onde a funcao
"explode".
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Como o volume de integracao V é qualquer volume que contenha toda a
corrente, verifica-se que, nao havendo corrente na superficie de integracao
este termo também se anula. Finalmente,

V x B = poJ (3.17)

que é a lei de Ampere.

Lei de Ampeére na forma integral. Aplique-se o teorema de Stokes a
expressao anterior,

/WxBymszmzm/Jm

Seja I; = [J - a a corrente total através da superficie, entao, para correntes
constantes

waﬂ:mL

3.3.3 Vector de campo magnético

Se na regiao de interesse de um problema de magnetostatica nao ha corrente
elétrica, V xB = 0 e o campo magnético obtém-se de um potencial magnético
escalar B = —VV,. Neste caso particular, como V - B = 0, o problema
resolve-se através da eq. de Laplace V2V, = 0.

Para qualquer problema de magnetostatica V- B = 0, o que significa que
o campo magnético é o rotacional de uma fungao vectorial A (x).

B=VxA (3.18)

Vector de campo magnético (ou vector potencial). Reescreva-se a

1
lei de Bio-Savart (3.16) utilizando a relacao % =-V <>,
r r

_ Mo IE) 3
B(x)—47TV></ . d’zx
A forma geral do vector potencial é
/
A@y—M/J@)&f+V¢ (3.19)

47 T

onde o gradiente da funcao escalar adicional V1 mostra que para uma dada
inducao magnética B o vector potencial pode ser escolhido de forma arbi-
traria. Isto é uma transformacdo de Gauge, A — A + V. Trans-
formagoes deste tipo sdo possiveis porque deixam o campo invariante. O
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rotacional de A anula-se para qualquer V. Substitua-se a eq. (3.18) na lei
de Ampere (3.17),

V x (V x A) = pod
V(V-A)— VA = 1]

A liberdade de escolha da quantidade V1 oferecida pela transformagao de
Gauge permite escrever V-A = (. Obtendo-se assim uma equacao de Poisson
para cada coordenanda cartesiana,

VZA = —od

A solugao para A num espago ilimitado é dada por (3.19) com v constante:

Ax) = 1o / I g3 (3.20)

T 4r T

De facto, se o divergente de A é nulo e o primeiro termo em (3.19) é nulo
(porque V' -J = 0), entdo V%) = 0 em todo o espago, o que implica que 1
é quanto muito uma constante, considerando que nao a carga no infinito.

3.3.4 Condicoes de fronteira magnetostaticas

Ao atravessar uma superficie S com uma corrente superficial K o campo
magnético sofre uma discontinuidade. Recorde-se os métodos utilizados no
estudo das condigoes de fronteira electrostaticas. E facil mostrar que,

BQ — B1 = /L()(K X fl) (321)

Relativamente ao vector potencial, V - A = ( garante que a componente
normal ¢ continua. Por outro lado, VXA = B naforma § A-dl= [B-da = ¢
significa que o fluxo através de uma superficie delimitada por uma curva
fechada que intersecta S anula-se, pelo que as componentes tagenciais sao
continuas:

A=A,
A derivada de A herda a discontinuidade de B:
0As 0A,

on on
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3.4 Campo magnético na matéria

3.4.1 Expansao em multipolos e dipolo magnético

Expansao em multipolos. Recorde-se os métodos utilizados para derivar
a expansao em multipolos do potencial electrostatico. Supondo agora que se
tem uma distribui¢do de corrente localizada, a formula aproximada para o
vector potencial num ponto muito distante da distribuigao de corrente obtém-
se de acordo com os métodos ja usados.

NO[ ]{ /
)" Py(cos @) dl
p nz‘; e (cos )

Tal como na expansao de V', o termo correspondente a n = 0 designa-se
monopolo. n =1 é o termo do dipolo, n = 2 do quadrupolo, ete. E claro que
o monopolo magnético é sempre nulo uma vez que §dl’ = 0, o que também
é uma consequéncia de V - B = 0. De facto na natureza nao ha monopolos
magnéticos. Entao, o termo dominante na expressao anterior é o termo do
dipolo, excepto no caso raro em que este também se anula.

Dipolo magnético.

I 1
Ayip(x) = Ho fx' cos @' dll = 07 f(f( -x)dlf

Ama? Ama?
/~L0] /
d
T a
onde na ultima igualdade usou-se a expressdao ¢(c-r)dl = —c x [ da®.

Defina-se 0 momento de dipolo magnético:

m:I/da':Ia'

2 Considere-se o teorema de Stokes com v = c¢T, sendo ¢ um vector constante arbitrario
e T um campo escalar arbitrario,

Fer)-di= 19 x (c7)] -da
/le /Tch—chT]d

—/(chT)~da

—c-/(VTxda)
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onde a’ é o vector area.

m X X
Agip(x) = 2 (3.22)

A7 2

Nota 1: E claro que o momento de dipolo magnético é independente da
origem do referencial.

Nota 2: Para construir um dipolo magnético puro faz-se I — oo e
a — 0 com m = la = const.

3.4.2 Magnetizacao e corrente ligada

Todos os fenémenos magnéticos devem-se ao movimento de cargas elétricas.
De facto, a escala atomica de um material com propriedades magnéticas
observam-se pequenas correntes associadas ao spin dos electroes e as suas or-
bitas em torno dos niicleos dos atomos. Macroscopicamente estes sistemas sao
tratados como dipolos magnéticos. Devido a orientagao aleatoria dos atomos
no material estes dipolos cancelam-se, mas quando um campo magnético é
aplicado alinham-se relativamente ao campo e o material fica magneticamente
polarizado ou magnetizado. Materiais que adquirem magnetizacao paralela
ao campo externo chamam-se paramagnetos. Materiais que adquirem mag-
netizacao oposta a B designam-se diamagnetos. Ambos sdo meios lineares
(3.4.4). Substéancias que retém a sua magnetizagao ap6s a remo¢ao do campo
externo sao substancias ferromagnéticas. Estas sdo meios nao lineares.

Torque e forca num dipolo magnético. Tal como um dipolo elétrico ex-
perimenta um torque num campo elétrico, um dipolo magnético experimenta

%le:f/(VTxda)
f(c-r)dlz—/V(c.r)xda

= /[cx(er)—l—(c-V)r]xda

:—/cxda

onde as derivadas de ¢ foram omitidas por serem nulas. A ultima igualdade resulta do
facto de que V xr=0¢e (c- V)r = ¢ por cdlculo directo. Finalmente,

%(c-r)dlz—cx/da

entao,

PondoT =c-r



66 CAPITULO 3. ELECTROMAGNETISMO

um torque num campo magnético®.

Qualquer caminho fechado percorrido por uma corrente pode ser con-
struido a partir de rectangulos infinitesimais. Por simplicidade considere-se
um caminho rectangular fechado percorrido por uma corrente I no sentido
contrario ao dos ponteiros do relégio, centrado na origem de um referencial
xyz e inclinado a um angulo 6 com o eixo y. O campo externo B tem a
direccao de z. A forca total no rectangulo é nula uma vez que as forgas
nos lados inclinados cancelam-se e as forcas nos lados horizontais também se
cancelam, contudo, as ultimas geram um torque. Seja a a medida dos lados
inclinados e b a medida dos lados horizontais,

N = aF'sin 6x
sendo I’ a magnitude da forca nos segmentos horizontais, F' = IbB, entao,
N=mxB

com m = Ilab. O que dé o torque exacto de qualquer distribuicdo de cor-
rente localizada na presenca de uma campo magnético externo. A direccao
do torque é tal que o dipolo tende a alinhar-se com o campo externo - para-
magnetismo. Como todos os electroes constituem dipolos magnéticos e como
pelo principio de exclusao de Pauli, os electroes num atomo formam pares
de spins opostos, o torque total da combinacao é nulo. O paramagnetismo
acontece em atomos e moléculas com nimero impar de electroes, em que o
electrao desemparelhado é sujeito a um torque magnético.

Num campo uniforme (B constante) a forga num caminho fechado é nula:

F:If(dle):](fdl)xB:o

Num campo nao uniforme, a forca exercida pelo campo num caminho
fechado infinitesimal com momento de dipolo m é F = V(m - B).

Densidade de magnetizacao. Qualquer que seja a causa da magneti-
zagao de um material, o estado de polarizacao magnética é descrito pelo
vector de densidade de magnetizacao M, que expressa o momento de dipolo
magnético por unidade de volume.

3Neste paragrafo pretende-se dar s6 uma ideia dos processos microscépicos que partici-
pam na polarizacdo magnética de um material. Para maior detalhe consultar bibliografia.
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Corrente ligada. Considere-se o vector potencial de um dipolo magnético
individual (3.22). Supondo que se tem um material magnetizado com mo-
mento de dipolo magnético M d32” por unidade de volume d32’, o vector de

potencial total é
Ho M<X/> X X 3.
Ax)=— / ———d
(x) 4 x? v

L %
Pondo V'= = 52,
r

o 2 < ) s
- Vi(v’  M())ds’ [ 9 [MJ(EX)] d%’]

Ko | p— "y 3.0, Ho 1 ! !
=B [0 M) d* + B M) x da
onde na ultima igualdade, o segundo integral ¢é reescrito usando a expressao
[(V xv)d3z = — §vxda’. O primeiro termo na equacao anterior expressa
o potencial de uma corrente voltimica ligada J,(x’) = V x M(x') e o
segundo termo o potencial de uma corrente superficial ligada K,(x') =
M(x') x n. Simplificando,

Alx) = 4T

NO/Jb(X’) FE l’ﬂnyb(X’) '

T 47 T

O vector potencial e consequentemente o campo magnético de um objecto
magnetizado é determinado pela corrente ligada.

3.4.3 Meios magnetizados

Lei de Ampeére. A corrente total num meio magnetizado é soma da cor-
rente ligada devida a magnetizacao com a corrente livre J; associada por

4 Substitua-se v por (v x ¢) (com ¢ constante) no teorema da divergéncia,
/(V~v)d3a:: %v-d?’a
/(v-(v « ¢)) dPz = 7§(v «c) - d*a
/(c-(V xv))dga::j{c-(d3a><v)
/(V x v)ddz = fj{(v x d3a)
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exemplo a um condutor (se o material magnetizado é um condutor). Em
qualquer caso J = J, + J;. Reescreva-se a lei de Ampere (3.17),
1

" (VXB):J:J5+Jf:J:Jf+VXM
0

V x <1B—M>:Jf
Ho

Defina-se o campo auxiliar

H:iB—M
Ho

A lei de Ampére num meio magnetizado é

VXH:Jf

ou na forma integral,

7§H-d1:1ﬂ

onde Iy ¢ a corrente livre total através de uma superficie.

Divergente de H. Ao contrario do campo magnético o divergente de H
nem sempre se anula. De facto,

V.-H=-V-M

Condicoes de fronteira. Recorde-se os resultados ja obtidos para as
condigbes de fronteira magnetostaticas. Reescreva-se a expressao (3.21) em

termos de H,
H2 — H1 = Kf X 1

3.4.4 Meios magnetizados lineares

Para a maioria das substancias:
M =y, H (3.23)

onde a constante y,, ¢ a susceptibilidade magnética. Materiais cuja mag-
netizagao obedece a relagao anterior sao meios lineares. Neste caso

B = pio(H+ M) = 11o(1 + xm)H
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Seja 1 = po(1+ xm) a permeabilidade do material. No vacuo x,,, = 0 implica
que = flo.
Os ferromagnetos sendo meios nao lineares nao obedecem a eq. (3.23).
A densidade de corrente J, num meio homogéneo linear é proporcional a
Jy.
Jo =V XM=V x (xnH) = xnd;

A menos que a corrente percorra o material toda a corrente estara a superficie.

3.5 Introducao a Electrodinamica

A electrodinamica classica estuda a evolucao temporal de sistemas em que
campos magnéticos e campos elétricos interagem com cargas em movimento.

3.5.1 Forga electromotriz

Lei de Ohm. Para a maioria das substancias a densidade de corrente é
proporcional & forca por unidade de carga.

J=of

onde o é a condutividade da substancia. O reciproco de o chama-se resis-
tividade p = 1/0. Se a forca em questao é electromagnética,

J=0(E+v xB)
Normalmente v — 0, pelo que
J=0E
Uma forma mais familiar da lei de Ohm é
V =RI

sendo R a resisténcia da substancia. Note-se que R ¢ fun¢ao da geometria
e condutividade do meio.
Para correntes constantes e condutividade uniforme

1
V.-E=-V-J=0
o

o que significa que a densidade de carga é nula. A carga reside por isso
a superficie. Entado, a equacao de Laplace verifica-se para meios ohomicos
percorridos por uma corrente constante.
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Lei de Joule. Como o trabalho por unidade de carga efectuado por uma
forga elétrica é V' e a carga por unidade de tempo é I,

P=VI=1IR

Forca electromotriz (fem). Independentemente do mecanismo hé duas
forgas responsaveis pela corrente elétrica num circuito; a forca produzida pela
fonte f e a forga electrostética E (por unidade de carga).

f=f,+E

A forca electromotriz num circuito é

Ezyff.dl:ffs-dl

(Note -se que § E-dl =0)
Numa fonte ideal (¢ = oo) E = —f; e a diferenca de potencial aos
terminais A e B da fonte é

B B
V:—/ E-dlz/ fs-dl:j{fs-dlzg
A A

A passagem [ — § é possivel porque f, = 0 fora da fonte.

A funcao de uma bateria é estruturar e manter uma diferenca de potencial
igual a fem. O campo electrostatico resultante é responsavel pela corrente
no resto do circuito.

3.5.2 Inducao electromagnética

Lei de Faraday. Defina-se o fluxo de B através de um circuito fechado:
o= [B-da

Pela lei de Lenz a fem num circuito em movimento relativamente a um campo
magnético constante €,

dd
E=~w

onde o sinal negativo indica que a fem induzida é sempre na direc¢ao que se
opoe a qualquer variagao de corrente. Por outro lado, segundo Faraday, a
variagdo de um campo magnético induz uma corrente elétrica num circuito

estacionario. 1o
£ = }! E.-dl=-2
dt
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entao,

%E-dl:—d/B-da
at

que ¢ a lei de Faraday na forma integral. Aplicando o teorema de Stokes,

0B
E=_——
V x Y

Inductancia. Supondo que se tem dois circuitos em repouso e que o primeiro
circuito é percorrido por uma corrente constante I; induzindo um campo By
proporcional a I; no segundo circuito (Bio-Savart). Recorde-se a eq. (3.18).
O fluxo de By através do segundo circuito é

by = /B1 -dag = /(V x Ay) - da (3.24)
Pelo teorema de Stokes,
O, = f A, -dl

e atendendo a eq. (3.20)

A = ol fdll
47 r

sendo r a distancia entre que os elementos infinitesimais dos circuitos dl; e

dl,.
CI)QZM[]Ilf(%(ﬂl)-dlg
47 T
Entao
Oy = Mo 1y
com

Mm:ﬁfoj{j{dlydb
m r

Esta é formula de Neumann para a inductanica mutua. Claro que My =
M.

Se a corrente variar no primeiro circuito o fluxo de B; varia no segundo
circuito induzindo assim uma fem,

Mas se a corrente varia no primeiro circuito também induz uma fem inversa
no primeiro circuito. O campo é proporcional a corrente e o fluxo é propor-
cional a corrente por uma constante L designada inductancia, que tal como
M s6 depende da geometria do sistema.

®=LI (3.25)
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E se a corrente varia, a fem inversa é

dI
£=—-L"
dt

Energia num campo magnético. Qual o trabalho necessario efectuar
contra a fem inversa para manter a corrente? Seja I a quantidade de carga
que passa no circuito por unidade de tempo,

dw dr
— = -EfL=LI—
dt dt
1
= _LI*?
w 2

Por outro lado, combinando as eqs. (3.24) e (3.25),
LI=fA-a

1 1
W:§1fA-d1:§]{(A-1)dz

e generalizando para trés dimensoes,

1
W:f/(A-J)dx?’
2 Jy

Recorde-se a Lei de Ampere (3.17),
1
W:—/A~(V><B)dx3
2#0 v
Integrando por partes e substituindo a relagao (3.18) tem-se

_ 1 3
W—2MO/V[B BV (A xB)dz

_ L U Bdi'~ [ V(A xB)da

20 Ly S
onde na tultima igualdade aplicou-se o teorema de Stokes. O volume de
integracao V ¢é qualquer um que contenha todo o campo magnético. Pode
por isso considerar-se o espaco todo, pelo que A e B nao tém representacao
no integral de superficie. Entao,

1
e
Q,M() 1%

o que significa que a energia estd armazenada no campo magnético em
unidades de (B?/2pu0). Compare-se este resultado com (3.9).
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3.5.3 Equacoes de Maxwell

Resumindo os resultados até agora obtidos na descricao de campos magnéti-
cos e campos elétricos:

1
V-E=—p (Leide Gauss)

€o
V-B=0
B
VxE= —aat (Lei de Faraday)

V x B = puoJ (Lei de Ampere)

Correccao a lei de Ampére. E sabido que a lei de Ampére se verifica
para correntes constantes. Considere-se agora seu divergente:

V- (VxB)=V-J (3.26)

O lado esquerdo desta eq. é obviamente nulo porque o divergente do rota-
cional é sempre nulo e o lado direito s6 é nulo se a corrente for constante,
contudo, se isso nao se verifica V-J ndo é uma quantidade nula. Reescreva-se
o divergente da corrente aplicando a eq. da continuidade (3.15) e a lei de
Gauss (3.3),

V . J = —— = —f(E()V . E) = —V <6088];?>

Entao, para que a que a igualdade (3.26) se verifique para correntes variaveis
a lei de Ampere deve ser corrigida, tal que,

E
V xB= /J()J + GQaat (327)

onde o termo adicionado por Maxwell se designa corrente de desloca-
mento

Se a variagao de um campo magnético induz a variagao de um campo
elétrico, agora torna-se claro que o contrario também é verdade.

Equagoes de Maxwell. O seguinte conjunto de eqs. resume completa-
mente a electrodinamica classica:
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1
V-E=—p (Leide Gauss)
€0

V-B=0
B
V xE= _aﬁt (Lei de Faraday)
OE : .
V x B = uoJ +¢g— (Lei de Ampere-Maxwell)

ot

Se as eqs. de Maxwell mostram como as cargas produzem campos, a forca
de Lorentz (3.13) diz-nos como os campos afectam as cargas.

Equacgoes de Maxwell na matéria. Com vista aos desenvolvimentos ja
efectuados sobre campos elétricos e campos magnéticos na matéria (secgoes
3.2.3 e 3.4.3), considere-se agora que qualquer varia¢ao da polarizagao elétrica
implica um fluxo de carga adicional, isto é uma corrente de polarizacao

_ 0P

Jp—g

E simples verificar que a eq. anterior satisfaz a eq. da continuidade. Nesse
caso a densidade de corrente é

oP
Jp:Jb—FJf—i-Jp:Jf—i-VXM-FE
e a lei de Ampere (3.27)
P OE
VXB—/,LO (Jf‘i‘VXM—f—@t) +,LLO€()E
ou 9D
VxH=1J] —_—
X f+ ot
onde o ultimo termo é novamente a corrente de deslocamento. Resumindo:
V-D = ps
V-B=0
0B
VXE=——
% ot
D
V xH = Jf + 87

ot
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Na forma integral:
wah:Qf
S
wahzO
S
(%Ed:—adea
P ot Js

P
H-dl=1 —fDd
759 f+8ts a

onde P é a fronteira de qualquer superficie S.

Condicoes de fronteira. Dadas as equagoes de Maxwell na forma in-
tegral, é possivel derivar as condigoes de fronteira entre meios diferentes
separados por uma superficie carregada S ou percorrida por uma corrente.
Considerando os métodos empregues nas sec¢oes anteriores tem-se

Dy —Dy=o0y

B, —Bi2=0
Ep—E)p=0
HHI — HHQ = Kf X n

No caso de meios lineares, as relagoes anteriores podem ser escritas em
termos de E e B:

el — el )= or

1 1

fBHl — 7BH2 = Kf X 1n

H1 H2

Se nao existe carga livre ou corrente livre as rela¢des anteriores anulam-se.

Tais relacoes sao a base da teoria da refleccao e refraccao.

3.5.4 Leis da conservacao

Conservagao da carga. Atendendo a eq. da continuidade (3.15), se a
carga total num volume varia, a mesma quantidade de carga passou através
da superficie que delimita esse volume, isto é a conservacao local da carga.
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Teorema de Poynting. Supondo que se tem uma certa configuragao de
carga e corrente num instante ¢ que geram um campo E e um campo B, o
trabalho efectuado pelas forcas electromagnéticas por unidade de carga no
intervalo de tempo dt é dado por

F-dl=¢E+vxB)-dt=¢E-vdt

Pondo ¢ = pdt e pv = J, a taxa de trabalho efectuado em todas as cargas
no volume Y

awr_ / (E-J)ds? (3.28)
dt 1%
Para escrever esta expressao apenas em termos dos campos E e B invoque-se
a eq. de Ampere-Maxwell,

1 OE
E-J=—E - (VxB)—-¢E - —
o (VxB)-a ot

Note-se que
V- (ExB)=B:-(VxE)-E-(V xB)

e substituindo a lei de Faraday

V.(ExB)_—B.a;—E.(VxB)
onde 5B 19
B-— =_-—(B?
t 2815( )
e analogamente
OE 10, ,
© o =2a ")
entao 5
1 1 1
E-J=—-_ eE2+BQ>—V- E x B
2375(0 Ho o ( )

Finalmente, substituindo a expressao anterior em (3.28) e aplicando o teo-
rema da divergéncia no segundo termo obtém-se o teorem ade Poynting:

aw  d 10(

1 1
—_— = 60E2+BQ>dx3—7§V~(ExB)-da
dt o JS

dt Jv 20t 140
isto é, o trabalho efectuado nas cargas elétricas pelas forcas electromagnéticas
¢é igual ao decrescimento da energia no campo menos a energia que passa

através da superficie.
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A energia transportada pelo campo por unidade de area chama-se vector
de Poynting:

1
S=—(E xB)
Ho

Seja

d d
W:/umedx3
dt tJy

a taxa de variacao da energia mecanica das cargas no campo. E seja

1 1
em = — | @E* + —B? 2
U 9 (60 + 1o ) (3 9)

a densidade de energia no campo, entao

d
1. me emdgz_]{s'd :—/VSd3
dt/v(u + Uem) d A a v( )dx

Finalmente,

0
a(ume + uem) =-V. S

que ¢é a forma diferencial do teorema de Poynting que expressa a conservagao
da energia. Compare-se este resultado com a eq. da continuidade.

Tensor das tensdoes de Maxwell. Considere-se a forca electromagnética
que actua sobre todas as cargas num volume V:

F:/(E+VXB)pdx3:/(pE+JxB)dx3
v v

pelo que, a forga por unidade de volume é f = pE + J x B e usando as eqs.
de Maxwell para eliminar p e J tem-se que

i(V XB)—eoa}'j> x B

1 0 0B
=¢(V-E)JE- —Bx(VxB)—¢|(ExB)—Ex —
(VBB LB x(VxB) o 5B xB) B x )
Aplique-se a lei de Farday no tltimo termo da expressao anterior e considere-
se um termo adicional (V - B)B que em nada afecta esta expressao senio
estéticamente uma vez que V - B.

f:eo[(V-E)E—Ex(VxE)]—i—Ml[(V-B)B—BX(VXB)]

9
Wl (ExB
€0 (E x B)
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Note-se que
V(E?)=2(E-V)E+2E x (V x E)

e o mesmo para B. Entao,

1

f=al(V-B)E+ (B V)E]+

(V-B)B+ (V- -B)B]|

1 1 )
-5V <60E2 + #OB2> - EOE(E x B)

Para simplificar este resultado introduz-se o tensor de Maxwell:

1 1 1
entao,
oS
f=V.-T- —
€olo ot

Finalmente, a forca total na carga contida no volume V é

d
F:fV-Tda—eouo—/de:g
S dt Jv

Caso [ S dz?® nao dependa do tempo, isto é no caso estatico a forca sé de-
pende do tensor de Maxwell. Mais precisamente 7;; é a forca por unidade de
area na direcgao ¢ que actua no elemento de superficie orientado na direccao

VE

Conservacao do momento. Seja p,,, 0 momento total das particulas
contidas no volume V. De acordo com a segunda lei de Newton,

dp d
F = “Pme :7§V-Tda—e f/de?'
at  Js 0ROt Sy
0 que expressa a conservacao do momento em electrodinamica. O primeiro
integral representa o momento no campo electromagnético e o segundo inte-
gral representa o momento por unidade de tempo transportado pelo campo
através da superficie que delimita V. Seja p,,. a densidade de momento

Mecanico e |Pen = HocoS | a densidade de momento no campo, entao,

0
a(pme + pem> =V.T

o que representa na forma diferencial a conservacao do momento. Aqui, T
representa a densidade de fluxo de momento.
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O momento angular é simplesmente
[=1 X P = €ofr X (E x B]

E s6 quando E x B nao é nulo e quando essa contribuicao ¢ tida em conta
que as leis classicas da conservacao se verificam. Até campos estaticos podem
armazenar momento linear e angular.

3.5.5 Ondas electromagnéticas

Equacao de onda para E e para B. As equacoes de onda para os campos
magnético e elétrico obtém-se directamente das eqs. de Maxwell:
0B ) 0 O°E

VXVXE:VX(—& :—E(VXB):—ﬂOEOﬁ

por outro lado
VxVxE=V(VE)—-(VV)E

mas V - E = 0 implica,

0*E
2 _
V°E — poe oz~

entao,

onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo.
Da mesma forma que

1 9’°B 1
B

¢ Ot Y C_w/,u()EO

sendo ¢ a velocidade da luz no vacuo.
Note-se que cada componente de E e B obedece a respectiva eq. de onda.
E claro que as sols. das eqs. de onda sao ondas planas,

E = Eoei(k-rfthrd))’ B = Boei(k-rfwt+d>)

Basta substituir para verificar.

Lei da dispersao. w =ck, k= k]

w=c(k2+k +k2)
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Velocidade de fase. v; =

=&

o
9 9k

_(Ow Ow Ow) _k g2
Voo \ok, ok, 0k, )~ ST BT

Velocidade de grupo. v

onde s ¢ direc¢ao de propagacao da onda.

Constrangimentos das ondas planas devidos as eqs. de Maxwell.
Substitua-se as eqs. para as ondas planas nas eqs. de Maxwell:

0E, OE, OF,
V-E=0= 5 T 6yy+ o =0
= ik, E, + ik, B, + ik, E.+ =0
=k-E=0
=k .l1E

V-B=0=k-B=0
=k.1B
Se os campos eléctrico e magnético sao ortogonais ao vector de onda, sao or-

togonais a direcgao de propagagao - Ondas Transversais. Note-se nos calculos
anteriores que cada derivada parcial passou a um factor ik, etc.

0B (0 9 D
E=- T (2 2 9) E= (“iw)B
Vv at :><8:c’8y’32>x (i)
= (iky,iky,ik;) x E = iwB
—~ kxE=uB

OE w
VXBZMOEUEijB:_EE

verificando-se que E x B = 0 ou seja, E 1 B.
Da eq. anterior vé-se ainda que

2
E= "kxB=—csxB= |E?=BJ (3.30)
w

Se B=0,E=0¢B eE tém a mesma fase.
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Energia e momento nas ondas electromagnéticas. Substitua-se a re-
lacao (3.30) na equacdo (3.29) para a densidade de energia no campo elec-
tromagnético:

1
u=¢lEf* = —[BJ?
Ho
Considerando apenas a parte real do campo eléctrico
E =Epcos(k -r —wt + ¢)
e substituindo na eq. anterior,
_ % 2 2
u = §|E0| cos’(k-r —wt + ¢)
A densidade média de energia no tempo é dado por
€0 2
<u>=—|E
olg|
Rescreva-se o vector de Poynting numa forma mais simples:

S:iExB:iExst
Ho HoC

Sabendo que s x E = k, E x kE = i|E|? = s|E|?

1
HoC

S s|E|* = eoc|E|*s = eoc|Eo|?* cos?(k - T — wt + ¢)s

e a média temporal é,
1
< S >= §€OC|E0|QS
A Irradiancia escreve-se,
<S>=c<u>s

Isto é, o fluxo de energia = velocidade da luz x densidade de energia.
Vimos ja que p = 1/¢*S, entdo,

1 1
p = —c|Eo|*cos’(k - v — wt + ¢)s = —us
c c

1 1
<p>:*€U|E0|2:*<U>S

2c c
E importante notar que a energia e o momento tém a direccao de propa-

gacao da onda.
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Ondas electromagnéticas na matéria. E f4cil verificar que os seguintes
egs. de onda para E e B resultam das eqgs. de Maxwell na matéria:

O°E 0’B
AE_MEW_O e AB_MEW_O

2

com lei de dispersao k? = pew?, e cujas solucoes sio da forma das ondas

planas ja conhecidas.
1

N/

A velocidade da luz num meio é entdao v =

O Indice de refracgéo define-se como

2
c LLE
n2:7—7

==
v Ho€o

0 que nos leva a rescrever a lei da dispersao num meio,

Como no vacuo i = pg € € = €y, logo no vacuo n = 1.
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